BOCQflSIf BESOBl 



BO 186 213 



SS 030 376 



AOTHOR 
TITLE 



INSTlTOriON 

SPONS AGSHOf 
P08 DATE 
NOTE ^ . 



IAN60AGE 

EDBS PHICE 
DSSCHIPTORS 



IDBNTIFIEPS 



Anderson, C: And Others 

aatematicas Para 11 Primer Ciclo Secundario, volamen 
I (Parte 1U Tradticcicn Preliitiisar de -la Edicion 
Inglesa levisada. * (Hathematics for Junior High 
School, Vcluoe 1, Part 1, Prelittiuaiy Translation of 
the Bevised Eiiqlisl Edition) • 

Stanford Oni v., Calif • School Mathematics Study 
Group. 

National Science Foundation, Hashin-gton, C.C* 
62 

351p.; For related documents in Spanish, see SE 030 
377-379. Not available in hard copy due tc marginal 
leg.ibility of original document. 
Spanish • 

SFOI Plus Postage. PC Not Available from EDRS« 
♦Arithmetic; Eilinqual Education; *6eometry; 
♦Instructional Materials: Hathematics Curriculum; 
Mathematics Education ; Hathematics Instruction; 
Numbers.; Secondary Education; * Secondary Schocl 
Mathematics; *Textbooks 
♦School Hathematics Study Group 



ABSTBACT " » 

This is part one of a two-part SMSG mathematics text 
for junior high school studentsl Key ideas emphasized are structure 
of arithmetic from an algebraic viewpoint, the real numljer system, 
and metric and non^metric relations in geometry. Topics included are 
numbers; cardinal numbers: qeciretry of lines, points, and. planes; 
geometry of angles, trianqles, and other forms; factors and .prime 
numbers; real numbers; area; volume; and rectangles, (PH) 



Beproductions supplied bry BOPS are the b«st.that can be Bade * 
* from the original document* * 



ERIC 




QRUPO DE ESTUDIO DE LA 

matemAtica ESCOU^R 



MATEMATICAS PARA EL PRIMER 
CIGLO SECUNDARIO 

VOLUMEN I (Parte 1) 

(Tmduccion prelinunar de la edicidn inglesa revisada) ^ 



MATEMATICAS PAHA EL PRIMER ^ 
CICLG^'SECUNDARIO 

VOLUMEN I (Parte 1) 
{Traclnccion preliminar de \k edieion inglesa revisad*) 

* 

TGxto proparado V.ajo la sup'-^rvlSloK del personal para los 
grad03 G-,.^ oGtudio y S% del Grupo de Estudlo de la 

Mater.atlca E.->Golar: 

R.I-. Ai-.dorson, Universldad dol Estado de Lulslana 

J. A. Erowr., fclversldad de Delaware 

Ler.oro John, UrJ-versldao de Chicago 

E, Iv, Jones, Unlversldad de Colorado 

P.S. Jones, Unlversldad de Michigan 

«](. H, Mayor, A3ociacl<5n Americana para 
'^1 Avance de la Ciencla 

P^C. Rosenbloora, Unlversldad de Minnesota 

Veryl HoJiult, Sijpcrvisor de Matematlcas, Washington, X>;e. 



4 -.1 



£/ Hj^oyo jxnamHero para el Cn4po de Fa^wUo de h Matvmdtiea Escolar pro- 
lino de FundaciSn Sucioml de Ciencias. 



hy I V HiMn) «l Tni^tecs of the JLrknd Staafoid junto Univcisity 
AU ri^hls reM^rv«^d 
Pnnlt^d in tht* UiuUd States <^ America 



to 



cor.v..r^.^lcr. : .r. 1. I'r.lvirsidid »de r-'lchlgan durante ef 

,c^ai.Q vj- • , - LAao,. en par.Ci- oil. el material preparado 
^f:^^'^J''^^''"' ^« Estudlo de la Mate- 

UnlvvrslvJjG Qy otsi;ror« .-r. .-1 verar.o do 190O, teniendo en cuenta 
las cxperlvr^oias jne cijxso adqiiiridas eon la edlcion prellmlnar 
durante x.-l vs.:olar d-i' 19v9 - <«0, 

l-arti oipa.«iOi. -.n la -pr pi-^cidr. d! este volumen las felgulen- ^ 

% I 

Fv.I-. Ai.dvrcoi., ';r.iv>,«ri:ida« del Sstado de Lulslana 

wriiold, ::olvt:lo ciol Sstado de Oregdn 
J, A. erown^ /.vivvr'^idad do Delaware 

f--^ v'^"'"'*"'..'^"^"^^*^ Hstadounldenso para la Edueacl6n 
.nalUiv.:.; :-. ..olo, r.aouelOL K.D. Waldo de Prlrrier CiclO'Secun- 

^iario, Ait-or^i, Illinois 
I-i.i:. 2^^1vlr;, ^:.:;lor:-:;orios Boolnc poira la Investlgacldn 

J, A. ?Golv.v, "r^i' vrsldad du- Tenii^ssee 
Kl^:i:.:»;-u ~K.^tit;ut;o Tecnoldelco de Callforaila 

.«•..>; .:r.ar:, ^"r.iv i-rsidad de Biiffalo 



Ssouela de- Primer Ciclo^ Secundario de 



Irontwovi, ::ueva York ' ■ 

aiouajlr. -XJirV, Colegfb paru Maestroa del Estado de Iowa 
.ttr.; (jQv'Ki, r-ivvrsidad do Maryland 

Ail-.- i.o^i., Kscuelas Publicas de Racine, i-Zlsconsin ^ 

.i. i% jKvj^ir., '..-niversidad de Marylangl * 

Ler.or-> John, Kscuela Secundaria. d^ la Universldad de Chicaeo 
b. .jon-.'s, Universldad de Colorado - "* 

. i »3. Jonos, 'Inlversidad de .Michigan * " 

» f;^^!-3ton f-^r-n-s, vniversidad del Estado d- Lulslana 
.'lldrovj /.eirfer, Hscnelas PtSblicas de Cincinnati, Ohio 
JicK Lovdjierr, Sscuela Aathony de Primer Clcld Secundario. 

Mlrxeapolls, Minnesota " 
J. Mayor, Asoclacion Americana para el Avance de la Ciencia 
•5holdon Meyers, Servicio de Control Educacional 
Muriel Mills, Escuela Hill de Primer -Ciclo Secundario, Ddnver. 

Colorado • , ' ^ * 

P. C, Rosenbloom, Universldad de "Minnesota 
* Elisabeth Roudebush, Escuelas" Publicas de Seattle, Wiahlngton 
Vdryl Schult, Escuelaa Pu'bli^as de Washington, Washington; D.C. 
George Schaeier, Escuela Secundaria Alexis I. DuPont. 

Wilmington, Delaware • > 
Allen Shields, Universldad de Michigan 
Rothwell Stephens, Coleglo Knox ~ 

John Wagner, Orupo d^ Estudlo «de .la Matem^tica Escolar. 

New Haven, Connecticut ^ ^ * , 

Ray Walch, Escuelas PtSbllcas de Weatport,' Connecticut 
G.C. Webber, Universldad de Delaware 
A.B, Wilcox, Coleglo Amherst 



IC 



^ rroyocto dc^ traduocion al espahol 
Comlslon * consul tlva 

Edward 0. Begle, Unlverslda'd de ''Stanford" 
Howard F. Pehr, UniversitJad de' Columbia 
Mariano ^Garcia, Unlversldad de Puerto Rico 
Max Krar.er', San Jose State College 




del 
grupo lo 



^"f ^5^^ 1^ cl-^ncla y la tecnologla. El propdslto general 
fS\.r^:5 -^1 inejoramivnto de la enseKansa de las malemltlcas 

. Sv^e^^a I'lSoSf sustar.oial-:«s pr.ra ^1 rinancirmiento 

" de i.?'2,?";.:>e?;?rnr?^^^r^^ P-^^^^ ?1 n^ejoramlento de la enseftaG^a 

-attrS-"- "^V^3r?' ""-^ refleje los avances reaientes de las 

.^^^il'tar"'^ i'Sf A ^^^'i''^ prlr.oros proyectos del -SMSG fue 

' di u^p•^;^?^^^ ^^^^^^ t^^^to nustratlvos 

. u_ u.. p. Dtra...a vb..,^ios oo.-t.o si ya rsonclonado. 

^" SMSG creen que el con- 
I03 Gi^ .adai.Oi, c'..lioa ae nuestra sociodad, y que su anrendl?- 1a ' 
s?dt5?^'^''^'i': ^^'^^ los estudlantes que vaA a ingreL?^en unl^er- 
ll Sisno t?^nr^Tf ^^"^^-'^^^'^^ estudios avanzados en este ci^l ' 
Ai Riasno tler.po, los r.aestros en el SMSG cree-- aue la fnJma or. ' 

En la nayorla de'^los uasos el material oarecer^ famanaY. 
su prcsentaoldn y pur.to de vista ser^ difLentlf AlSn ma?^^?!^ 
^Zi^'^^^'^n/^ ^^^-^^^ loTp^olramaa'de SttuSos 
ura d?;rVni Jf^ ^^''* ^^^^""^ matematicas conatituyen - 

una disclpllna viva y en constante crecimlento y no un oroduei-n 

-^irSoVff nSevo ^^^^ ^^i^^ JaludablS'ln^reVo ^ 

anijiguo 0, 10 nuevo debe guiar a los estudiantes hacla una mein^* 

manerfoaS?f^?Svf L^^;Jf J ^^^"^ conaidere como la i5nica ^'r- . 
maner^oatiianitl\a de presentar correct a'nente las matemitlcae a ina 

^f^ftti^T^^'' '^^^^i- ^ Gambia debe consld??arse como una 
Snf rJ^Jj ""^^^^ de programa de estydlos que necesila^os y Somo - 
p«L« S'^^ ?^ sugerenclas para los autores de textos coSrclalea ^ 

inspirada y signlMcatlva de las m^^tlcaa 
disclpllna q«e es la reina y sl^rva de las clenclasr ' * 
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. rhSFACIO 

^^"^ iti'^as I'-r.aor.ur.tales las roatomaticas para el oplmer 
aiclo scci^naarlo ^ohiv laa que se Insi^tu^ en este texto som la 
watijuctur-a la arltr.6tica dosde un p^nto de vista algebraico- 

J^t?^^''-'^ V^'^^i^^s :> r.^fcrlcas en geometrla, A lo^Sgo del ^ 

fciil!:^?^^ 1 so .aBoclan a sus aplicacionos! En este nivel es 

•cS^S? d"' ^?.-Sf^-r*^^^/^" los conceptos abstractos y lalpre! 

di^ir^-. ^j'^^^-' 2"'=^^* jsdj conio Ik del papel de la def inlcl<5n, del 

pg: i5':V:??^?^' .v d^. la aenostracKSr. En la escuela .sicundarla de 
..^t, "^^^ ®® escribieron para los grades de 

varlac. partuis del paXs. auroAo el a:t-o. escolar de ' 1958 - ?Q . Se 

at j.ob ...^Owtroi., a^rantvj el verano de 1959. con alKunos llbroQ 
XS^^ l^frlr.ld una parte d-^ los toxtSs modeJoffaS^^f 
wl ti S ?- experlmentalos para el 8- gJado. 

lilt t P'^J-^-o u-.'^ pals enseiiaron matein^tlc^s en los gradoa s^d- 

-.r.^v»^^??/'5^'^■"^^^^^?®,^^^®°^^'^ ^ muGhas pbrsonas tan to por las 
por^ u????!?"' ^Z^T"^' ^ i? creaol^n y a descubrlnlento como 
* fXt^^.-i^A ^ ^ contlnua y ripldawente con el doble 

estlHiulo de la curlosldad Inteleotual y de 1a utllldad n?Sefcip« 

pret^unua^ - hlp6tesis mtem^tlcaa que pueden coinprobar o eatable- • 
Si^LS^'^^r S;\«^^^«^llar mtentos slsteSdticos pa?a rSolvl? pro! 

tongan-o no ^stos, soluclones rutini^ns S 
V ^ran parte, la seleca^n delcqntenldo ' 

l4ti,t^t^tltT^^^^^ el reoonoclml,nto df^J^'f*? 

^^^^^'^^ JlrrRemente que las >mdt^m^lcaa pueden y deben ea- 
l^^V^^t ^ ^r^*^^- Esperainos .que eate Seito^pued? 

^oablS nn?^ maeatroa que lo uaen, en el logr<» defeaS muy . 



"aplt-.-.io 1/ 

•.quE CO?: LAS :-UTHr^:Ar;cASv 



^-J mtB^hU convorsaoidn con ei 

•u.ival.no^tv: ,;Soj. el art-i ae- contar.y calcularT .Tleneri 
- ^ ^ ^^•'^-^-'^V^*''^ calGulai! su raagnltiid:? '^Se trata- <Je 
lenru-;.].. que u^-i slr.bolos como clavos mlsteriosa^v Ko,.la-3 
^..t..n..tlc:^3 no 3. clrcunscrlbor. a nlneuno do estoS^ fines, * Los * 
i»un:.y..n t.ck.c, p.iT. -aai^cr^n mucho3 rr.ds, i,as matim^tlcas son lana 

1..V•^;"■ ' '"""^^ "^^^ r^asonamlcnto. Algunas clases de 

^ator.at.ioa3 Ir.pir.-.n oxp.rimentaal6n y observacl6^, pero la 
mayor^a d... oil a., .onaistnn en razommiento dedyctlvo . * ' 

r'^Mlia:.'....! razonamlonto doductlvo, probamos que a bise de ' ' 

!:r;:: ^'''"^''"^ neooWlamente a una Lclu- ' ' 

..--^ p..« Hi ostudlai^ arltm^tlca aprendlste a demostrar pro- 

po... prvcm-ir. acerca de los nijineros/ SI en un aula hay ^ ' 

-^l r.a .... ..i,,.:aos eon s aslontos on cada una, entbnces hay 35 - 



>i i *i « 



oabes estD sin necesldad de eontar los aslentos ysiij 



y oronoM'. '"'^^ razonamlento. l^n^uesiran 

/ propo.lc.onec enplesan con la palabra ^Med^Iante el - ' 

^, px-. ran que ul algo es verdadero, entonces. una 

clt^rta eonclu3i6n tambl^n es verdadera. ♦ 

' t^r-icl^s. .al raEonamlento Idgico, puedes a menudo encontrar- * 

^ todas .aa dlforentos maneraa de resolver un problem. Por medio 
^ do ra.on.mlent^logras demostrar a veces' que un problema no tlene 

3oluol6n. Todos los problemas ''de lbs EJerclclos' 1-1 qu^ se dan 
abajo pueden resolverse medlante ra^onamlento. No se nece- 

slta hacer c^lculos, aunque ert algun^s casos te convendi^V^azar" 

un oj-at^rama. ^Puedes resolverlos? ' \ 
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V. T a..^a»:'HK or.^'Ar -.n'rio. Si t:-nei; s5lo v,n 
I 4poarl:ir; uc^.r 1 r.lsmo botev 3i no, iqu6 peso deberia po4er 
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'■•5. lln ..-ri^-.r.cr'W. r-. rrancpor.ai^ o.ti-o lace aol tSo gar.so, 
y ..V. ..,00 i.v3ln. ^1 vl 'c^l^ir-or no esta con 
. . ^- , - -or.'-^- -.1 .'-tr.eo o el j-anso se cQmo el mals. 

-1 ••>'i^Ioul*.or t .vlvra* m tot';» doiioo >_t^enas cxipleran el y . 
. ..... 1 -.i:::V.I o*-l sac.^ u^^ iv^ono podri^ erusar el 
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- ,-nlonen,-usar.dio. solamente un 
- ir .V otro ae ciloiv-'S'^ Los recipien- 

! r. r. f.-.i'c ;:- •p'.r-: r-^1' -., rdncuna ctra clase de 

_ ',-v-.^-T -'.V -^b^^l'-;^, V tres nleioneros ^escan 

-i-.- -r rlD.* Dob«-^n ui-n- '-^ri bote 'tir* que^s6lo ^aben dos . 

a'.o ;cc nilnJoneroo, poro los ml^oneros pueden ser 
n... los canlbalOG. iC6i.o podrdn pasa.r todos el^ 
..1 cno bote? . - 

?H'-uaLF«MA* d:fIV:L. li^y ocho bolltas, toda^^del mlsmo tamarlo,. 
iol .r y rorrr.a. Ttote ellas son del mlsmb peso.y una es 
rr.^is p-:>'a td'i. 'Jsando una balanza de dos platlllos, ic6mo w 
'contr a-iti4 lit bollta mds pesa--> ^olamente pudlpfas peaar 

V* xJ »i . » > W . 



i 
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:.>;r.-.'ntc cone p-xi-:. ^ubrir dos euadx^ados del 

^. .iC'it.e dIspor.drliiG 12l£ richas do doming 

er. .-1 t,.lv■^^i.^ .s^ :r.-ir.--r'^ quo todo el tjribloi^o qiledara cnbierto. 
'-AC «p.!.6i. av Ivii uos cuadraaos do las esq^iinas opuestas? 



l^..«Q-,i- •..'uU-^rioc, son- exoop--l^n do 



: J ..^ / :r air; cubrir Ir^c 
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r otros tIpoD uo problems modJante el razona- 
rrd'-nt ^ •? • r;-rlv . ri^oporito q..o ii^y trcinta alumnos en tu claso. 
^.ruf.-d-:.- .iv-o- -.ft." que por lo mer r, dos de ellos cvjmplen arlos en 
'1 rrJar.o mvn\ .^ir. r.-e-nld.-kd dr.— jabc-r cu^ndo cs ol cumplearios de 
r.Jr.^ir.? -ilcc, t-> c-rd f^cll demostrarlo de nuchas maneras. 
'inu av cll-^,-: 1-aclnarte que cxj sten doce cajaa, una para 

caa.'. r..-G dol "tr.o, y que tu maectro oacrlbo los nombres de cada 
uno do lo.^ il-ra-os -.-n papelltoG. scparados y los va poniendo en 
lac o-./ns corr.'-opoiAUtfnten. Si nlnguna caja tuvlera mds de un 
papelii:;/ -^r.tonce^ rjv-. podrla haber m^s de doce nombres en total. 
Pero, .>or.o ha:; 50 nombres, por lo menos una de las cajas debe 
cqn* -i-.-v.-r un nornbro. 
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pujli'I-. - --.r^- p-; -?on j.r.-; --^l r.lsrco r.6toclo para d«?r.octr^r 

q.,. p -r 1 "^Inr.r.on a - ' - -^lase cumplon ar'.os en ol mis- 

:fio :vj:» rJ -^ C" V.ivlera r^dc ce cos p'lpelitos, entonces no 
h-ibrJt i r.'iu 'i- "c^ t.or.Mvs t>n wtii- Puosto que hay 50 nombre&, 
«nl,ut;-; p >r i r.v^no ? * rr.;5 uluruioa cumplen aflos en el rr.lsno laes. 
Gadri pi' ; 1 .r. : " 1 . r rlc'Jlor.tec oJs:'rcicios pijf'de resol verse 

H.I ore lo log -2 

1. i.T.arliVit • que -r.--c clnco l^pioca para dlstrilDuir entre 

.rv.airo i: v.j ? .r.eros u" clase. Di por qx^^ xmo de ellos 

i:. (a) ^TirJrf v; ' ^"-^^ lapi-cos por Ic mo-nos a una 
pvraoiv,!. al Jls:rib\:yera3 dtcz Idpices entre sels 

p->r3on;.tcv 

(b) :,Quv tu /ieras que rcpartir docena de 

i^.pi-- "! Trr-- s2n<^o p<*rsnnas? 
5. r.uri-jro :r,...-r;or ue alunmos que deberdn ser matricu- 

iu J'..;" "J. '.r.\ -iS'-^uela parn que ostds seguro de que por lo 

IT.' -.no.- a>:c ::v cll-j cunpllrar. af:on on el r.isir.o dla? 
i}» ^Cull '3 el -r.un:'»ro mayor de es-tudiantes que podran raatrlcu- 

larui -r. ur..i -CCu-la par-t que est^s seguro de que todos 

tvt.«i"^n cur.plc'ir.os en dlas distintos? 

5. Fi. u:. puebl- r.^v cinco cines. iCu^l ea el nilmero mlnlmo de 
P'?rr.o}:-.'S 'T;'-* deben ir al cine para que est^s seguro de que por 
Ic r^'r-oj doa d'; el las ven la misma pellcula? 

6. Ivn :1 proi-lor. . .^cual el n\lmero mayor de personas que 
d^-^Ler'lii ir al clr.e para que est4s seguro de que dos de ellas 
r.D v-oi^dn la r.iarrsa pellcula? 

7. Si tvr.'ior'ic qu'? ropartir 8 chocolatlnes entre 5 nlftos, 
;cudrao3 de ellos recibirlan tres chocolatlnes si cada uno 
tu/*^^r : 1^. : rvcll^lr por lo meno^ un chocolatln? 

1 



::!:..\ •^sl!idlaLte pu^ae estar en mas de una 
-v r bitrti :ov:Azi6n oorxi^u^ I, a 8 estudlantes* 

;*.v:l vc :/.:;erc ::,a.vcr de ccr.islones que se puede forniar? 
*k r; ; :.c;ud i-espuesta darlas al problema 8 si 

• -i: r\ p\.;iv.ru -ruar una o dos comlslones? 



1 j^tllliilHjJjli ^ las matematicas 

* :\H:.vrh -orrc los inatematicos y otros hombres de clencla 
... pt-o i-r.-^c vs rT;edlante experlmer.tos obse^^vaclones* > 
Ku^ v ^--r il:i::;a ::.etodo experimental. . ^Recuerdas algujiOs 

piv i ^'v /!:"!:cs q se har. resuelto de esta manera? 

r,a' v:::i" ! ran r!;\.e:,as veces exjperimentamos para descxabrir 
n:: v ' r ^ \ x-^,*solver todo conjunto de probiemas. Una 

I* a : !\r*'o \i ::.6:.odo j^:er,ei:al^ tratarpos de demostrar, 
ra^*^\/tr.t v;.\o£ l6gloo3, qi.e son corrSc'tos. 
r^r\v ct^* laa r.a^er.aticas q-e conoces mejoj* es la arltme- 
V ! V. i ^ : . p .edos a menudo obtener resultados mediante 

-Vp \r' v* :*v^ r-ila /o el razonainiento, con lo cual puedes econo- 
n.!/,:ar .^a: \rhi.a;o ai*duo y tlenipo que de otra manefa gastarlas 

: .a-^^ Karl /rtc ax-laK Gauss^ un famoso materaatico^ tenia 
ur.cii \i .^iT. d : siad, 3u r*aor.tx^o> para mantener* la olase quleta 
por riiU^ crtJvrsO a los iJilos que sumaran todos los numeros del 
1 -a K'O, -.^.v o 1 »^ 2 ^ J . . . 4- lOd". (Nota: Para no tener 
q -c :rl: !r -Ics numeros entre 3 5^ 100, se acostijanbra 

riuar *.ri.*s p .c.tos 3U3ponslvos, que se leen "etcetera*^ ) Despu^s de 
..r.os doc, :nir...tos* Oauss h'abia \Aaelto a'sus travesuras, y el 
:nat?3' iM It? ptvi^\r,^6 por que no trabajaba en el p'robleina. El nlflo 
lo co:\t.ci:^6^ 

— Lo .tr tern! i. ado. 

— i:nposi:le: — oxelam6 el taaeGtro. 

— r^z^ racU — r^puoo el nlrlo— . Prlmero escrlblj , 




Its 



' ■ ■ • • . -. ' ♦ « • • ! v." i » 

It- 

Obt.uvv ..'ir-j; .-..c .1 :;'r. -rc -ir.-i. rv-oo n- ulc' 1G0 x 101 10,100. 
i'oi'o ;.r.' .U\ nunc-tv-i- doc vcrCoc. ror> ojemplo, ar.ndl 1 a 100 al 
priu-^lpl:, , tOO r, 1 ai rihal. 'acI, dlvldf la 

uuni:. I.-, I -: L-i reap :---. i^^M, o sea S>050. • 

.i-- ivri ;-ri Kird c*. G>r,i;:;:'. ;.o--:lnao vivi6? Fuedes 



^■'Tuija. iruedon d< s^e^irrir or.ro m^todo brove 



^ * ' ' ' > ^ : r (pnra cconomiEar la 

i .:-.x' p..:;^:ojl; ci5bp«nv'>lvQG^ quo so loon "etc6tera'^ ) 

KgI .^ pr^:ijr.a tc; i:. la oport^nidad do hacer otro des^cubri- 



numeron : Multipllca estos otros ; 



9 



(d) Jut J crv lac sumac de la isqulerda y en los productos. de 
la dcrech-^, ^Cual to parece ^ue es 'la regla general para 
or.contrir lie .c-Jntas de los nuinei^os ue la izquierda? ; 
(--') Aplica t:; r.uova regla a 1 + 5 + 5 + 7 + 9 + 11 '+ 13 ,h- 15. 
Coripir-^ con 1:> rospuesta que diste al ejerclclo 5- / 
ii^-ulvntoc ni^rrioros Impares; 7 + 9 + 1-1 + , . ♦ ' + 17, 
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*/c:j:ig: el^me'todo de Gauss* suma todos los 

: r/tono do G^asn. iSon iguales las 

*£POHvLrX!A : J .p..,\Uu tjue el r.uoDtro do Gauss le hubiera 

(a oonnxr^mos* con i y duplicamos cada 
. r 1 q.o Ic sic -'^ * ) i^^^xistc algi^n m^todo 




v.:2- p:v;. I.::v. I, *:r:,it-i do hac*ir ol sicuiente problema* Sura 
J or ? ';r:^r x^: - - 1 r 4- . . . 4- 46v» (emp^^zando con 2* multi- 
plto * -Mr. j:<--r^> por 5 paru obtener el que le slgue). La 



rv;:p*;Vi^^'i oc :?uodes hallar ur; r.^todo breve para obtener 



Lo3 mat >:r.riuioos i^aiionrm acorca do toda clase d^ preguntas dl- 
flciles y problomas* Cuaruio rcsuelvon un problema^ generalmente 
cror^i un poco r\5a do matendtlcas para axiadir al aoervo creclente de 
cono^cltalohtoc; rrritenltlcos* Las nuevas matematlcas pueden usarse 
jvmto con l':ia *tntlruac para resol v^^r problemas aun mis dlflciles* 
Este procadimlonto so hn vntildo ^Iguiendo desde hace muchos siglos, 
y la acumulacion total de las matematlcas es bastante mayor de lo 
que jmueha g;ente piensa^ La arltm^tica es una clase de matematlcas, 
lOtrao cla3.-'3 do matom^ticas que estudlaras mas adelante son la • 
^trigonometrfa, el Algebra y la geometr^a plana, 

Aotualmonte exlsten m^s de ochenta dlferentes closes de 
matematlcas, Nlr^gun matematico puede asplrar M conocer m£s que 
una parte pequeria' de todo esto, fen verdad el^ estudlo de oual- 
quiera de estas ochenta dlf^rentes ranlas de las ma^emdticas 



\ 



^ - r,:"^;^!. pi^'.^ror:or de oscrl CO hoy. Es 

'f-'^^^ ' pTV : ^ : ; 1 . V: Tin co;:;p^r';^j'- 1^2. pro^.^: bj li C;acqs 
^^i/^^- J/.t-:r::ii ui VUG. TuoG l^Icr,^ loo niacamdtlcos, han ^si:a^o' 

1"" -i^^^' DA:^no:; consi;ruyor3 Disiioylnnci, los mate- 

J vo"- I- :vc^po::d:Un^or; 1 Hr;c:,us progunuas ce esta ciase. Cuandp 
p;^cpo:\I . :>.r\crir Disnoyl^^nd^ Dlsnev de?:^^aba que tarnaflo 

vi^-:^:\ cdnd;:.j^u: rO , uDixi^^ :i-bcr:f^: trocar s:i uuada^ cudnto debla cobrar 

^^lo.:^ rerJ::C:os, Ho deson.ba nrriosgar una Inversion de ' ^ . 

:r bOOO.OOO con':i:.ruir Disneyland si.n saber ala;o cie.lan 

5^'-^ pr-'^g^u'cvri p-rra laG eualos i}i3ney doseaba encontrar res- 
P--^'b-^^^\ uirio: SI oon3truy.o cierts. clase de ehtre- 
ieni:invjnoO, ^^^j-^ d<M;cr:nlnado lut^-^r y cobro ^tanto por la entrada. ' J 
e^que p vobu::il.U:od ucndrc de obtener ei;rrt:u ganancla? 



^t'^a^ui.iiQi'jrr.p - proi 3~wrr.^:C CO lo:: nosoclos. Lo prl- 

• SuO eKUretenl^^ue:M.o:> pr^^V^M cos^ nurnero hl:;os, etc, ), Co:nblnando 

puii^^ron p::''^i^^.*ir I. prc:MiIIJaci dc uer;cr una Bisnoyi and pr6spe"*a.y^ 
con c -.r^r;.^ ^ In.. ^t/':r-: :.i:niento en un cecerr^ij^ado lugar. Sa- ' 
'Uiv^.xio -;:.cr\ 1 : :l:.:^v; >;c uoner^buon 6;:<li:.o bajo ciertas con- ^ 

dialor.^s:, r^.'^r.^\; .v-— :*..^;or caoicicado p^r'i rooolver c6n:o y 

pr^^r'.t! 1 '^V:^: >t - 6/:;'.o cr- cu-lc:^:ler accion cue ^se proyscta / 

Lo."^ n l.^*:; '^r.^ ^ ^.ruMennn tr^vta.n do dax•t;^ idea tie lo o'ue 



yyo T^cj don 



C p:ir::\ repreaentar o^ra y lei, 
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»^ 

i ; 
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R 
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R ' 



R para rapresentar* 
el roves de l^dficrieda. CC describe ^el ^aso en que las dos 
rnonadi:: .:::vn .lo:: 1^: C3.ra hacia arriba* lieciiiios que la 
p>'Ob:^^d.PU.d^;d do^ i:lrar- 2 monedas' con 2 ^ caras hacia arriba 
5^ i ^^j, o 5'^^"* podernoo predeolr due suceder^ cada 

vez qViC L^T^ l^Iren 1^3 do;> nionedas^ pero podemos predecir que"' 
si i^E rrvonodac; se tirnn jr-as 100,000 veces, caei^an ambas 
con sus caras r-acla arriba ^ de las veces. Prueba este 
oxpcx'^ln^Qnto 100 voceo con alguno de tus oomparleros de- 
cicise y anota los resxiltados* Aiiota tambien los 



"^^"■•5 ^ : 1 -xn-'v::',--: • ^^ h.ji.-- p r -l ivu.o lei Clasps 

2. > iQ':4 pror;il i.lj...r,d ;:riy f>-> quo ^o::, isonoda:: oalgan con ell 

■^•^-'^ prot':.t;Llj,u„.i Kay d^^tctvcux' uJ as dc espadani da una b^raja 
. -.vii. : pr'cU;.illci--c; ;.ay do !;-c^r al^rur. as dc una- taraja >Se 
•.vr..S-pr ^r^a Lay cic ulrar xm cade y hac»rlo c&er co^^lci 

:% . I'PICIL. . Al cir-jl' Cios uacios; ^qu| pPobaPllidad hay 

.c^ quv ;ij:u.oa cr^I^-an coa li c;;.,ra qi;- tlene solo- puntb hsGlc< 
nrr.!:. -p; 

; ItOBLcKA :V:.nciL._ £.Quc probablildad nay ae que calgan tres 
uu.ivt::; nacia arrlLa al tlrai- Ires i-on-sdac? iQue .probabllidad 
L::c/ c';=.- i,o;\or cog caTV;.-:. hvicia arriba? ^Por **6 rn-Siios dos caras? 



'ic ha -.iOGado ■.■jvlr en un n!i.*ncio que canibla Tnuy rapldani^nte. 
.Par^ n-.;- uon£:as ni-Jor Ide;. dc los carjibtos que han ocurrldo en' los 
ul-:-lrnos SO &;'os, pregunta a tus padres c6mx> era la" vlda cuando 
eHoj; asic-sliin a, la eScuela sopundarla. ^Te" das cuenta cie que 
hriici.^s cosas cotno la i-elevislon en colores, los submarlnos at6nil- 
coi::,. -ICS Avjones de pr'opuls^ 6;i a chorro y lbs sat(^lltes artlfi- 
cialea son todas Ij.vencl-onss recle-tes? Sxisten m^dlcinas y vacu- 
nan Vc-d. Tarnbien hay diferantes modos de tomar ■ decislones en 
.los r.OijoeJ.os. Hay nuev'iS maner?is de oonpu'tar. Cada dla se hacen 
cle;u;.o? de descisbrimlentos o Invenclones. " ;,Fuedes menclonar algu- 
noG clc-scubriirdentos, "deaarroilos o productos nuevos? Lo • 

■ 29- ■ 



* 

♦ Qiconir -'.^ i - p^:-';:" -i'-s ui; clrat.l'-o a otro, a flri de qiio, 

r.o •.■{.i'jr.^.v.i.r" V- -r. If:.-'; :'Cup*jd:;. Lao inntoTnitlcas -hw contri- 
txiico -'cp-ol ul:,. .1 /j<f./!.i'i«I>.'nto cte n}c\*on"^s modloy para ♦ ■* 
ekviir IrJ'irr.i -I-':. '.r do hiloc tolerotiicos o' nediance sls- 

-ri 1'! ir.'i-:>v.?-1 In -r.' lac I on ^ £ii l^. ^>s^^'Q"^utloa las mate- 
:r/ttlc-i.- uv-vir..-! ; v ir. V.o*or rorrr.a__ para un avion o para 

';r;'j r.ri' ■ .'r>' -."pl -r,-'' "sr'i !, v 1 1 nococirlJii solidos de su- conscrijccldn. 
Ovr-; '« r. , rr. I ."iw pr' -iJC'"^ ^1 tIocgo f^*? ^1^^ ^^''^ avion se 

d'.'ittji>:,.;-r' :.: . le 1 jr'trKi.-'S vc-loel dados a trav4s *de unsi 

uo.\^ T:^ .::':. ■.\.v o*:.raG r'orr.'iC dc riritemitlcas" ciiie 

fr.v^u*i:j '1 di^' r 1 v. U ^ .V el rridar que se usan para gular loG 
avJviii ,v :r.-- jl'^.i Ice ::..!il'?s tnoa. 'ip'smtOG puedor. cotnunicarse con 

Kr. ;*:v-.! '.u-.:.. ulaco do rabrlc-^s ,- las Riatemd-tlcas (el clilculo 
d(- pi«ot;iTiIJ<i-.u-,,-c rj-:iclon-idb vr. la ultima seGCi6n) se usan para 
pr-nl'" -ir 1 • r;r-.M 1 1 a id o ericlencia de los ob.letos 'fabricados. 
r.Wc.'.:,tn V - :: r 1 I'-.brl canto dpbo garantlsar el funclonamlento 
corroclo .1 iT.. pro i *vto basado en una pred^'^oldn matiematica. SI 
ur; 'n-itv;:..v.i c - ••T.Ivoca, el fabricaiito plordo dinoro- (ty el 

Oti^fiC; clv-^jG nr^teTi^ticas nuevas ayud^r. a los comerclajntes 
gi ^►^ol^Ur j^ .In*^.; UvLon produclr^ 'c6mo distrlbulr mejor j^I tlfempo 
de prodv;^v:i6n p ii^"^ no t»>ner qut.^ pagar sohresueldo a los operarios, 
y d<5m1«^ :-oh3t.T-Jr r.<;ov:js J^Tintnjlaclones a fin de reducir los gaatos 
dc t.rnn:jpor* . ' ^ " ^ 

Kn f\ Ir.ir.iitrifi pctrolora la^ mater4atlcas se utlllzan exten-' 
darr.cKt ., p Jvcldir .-ulntos pbiios dober* abrlrso, y d^nde debe 
p»?vi.':»r^irw- p ii^n -n^^i' la mayor car4tl(iad posible de petr6lao con 
el Ti'^^iiox' cov>io» . Lus t^cnlcas mtftomdtlcas tamblen ayudan al 
fabvleante risollnti a decldlr cudnta gasolina de, cada clase 
debe rvrii/ir, p-irtI?ndo dictlntoc tlpoa de petr6leo' crudo* 



^ir:*::IJ:r.oi: c'otcrr.Cu^.vr.taleQ, sc calcula oxtensounento 

d^£tlnr£ia aen -laaG>->^t Una de lis razor.oa ec: porqu. el rasona- 
Silu-nto muteratico, y las dlctlntaa cL^ccs de :r.aten.dciaaG que se 
har/donarrcllado, p^rruter: de uni rr.ar.cr.. precioci aoscrlblr s^tua- 
oiones Gonpiy'^r.lr.i y ar.allz.ir p^obl-as .dlflcllpf.. Ki lencuajo 
civ laa r;at:.v.ati.-ic expiv;^a orJ GlrnLoloc Livvoc, ptv-olsos, 
d^rir-aoi: ..v.;:os ue aouerdo a ref>l.-.c Idgicac. Ecto hace que a 
meru.do c~:.poa*M. -^ct.diar prob^•rnc aor.aclado corr.plicados conio 
^p.ii" r .•:G>;'ilis'acua uirc',:^a:r.er.t:o. FroGucfitemente, el razona- 
ml *:.'.o n;,u-r.-^tiea pr«-«lc- pc^r! ^n,1vr.d o Ir^poolfcilidad do 
ivalizar u.n e.x-porlncnto clentlrico; A voce^:, la respuecta m^s " 
utii-. ? -ii- rr.atv--5r:i,>o puodc vr.cor.trra- uvnostrar- sir. lu^ar a 
rk,cj-j q-v ::I proU.;-a (o la .~dq-.:!r-;, o el si2teAa,.o ol oxperi- 
r.on^o) quo ^^s- dir. ..^s Irnponia-. Si traUaJo iRatemdtlca puede 
tar.ll^v r:,.^^,..., p.,. ^..^ pj..Mp^^,, ij^po^^tlo en la Torma 
'icv.u; , ^.^:vrir ur.i rr^ancra do ovitar las diriculUdes. 



* ^-'^^ ;'.ator.<tlca.^ /^omo vocacl6n • 
Ai,'...- vi..- la 5^-t:m.ua c-ierra mundlal, casl todos los matemdtlcos 
erar. pi'ai'ocorcr on lac escuelan ' Gecimdarlais y en las unlversldades. 
rv^su,- entot.ov'c^ -undo de laa r.atematlcas y fie los materaatlcos 

oamtlavio n rslmo. Actualsnento hay m<is profeeores de mate- 
matl-as qu^^ r.\incu antes. Solo en Kstados Unidos hay ceroa de 
SO, 000 personap .qiir-. -nnofian matematicas en el nivel de la escuela 
3».-cundaria. Uno» t..,000 pr^feaores m^s trabajan en los colegloe 
y ..rdveraidades, Pero ai^ora (1960), hay mits <fe 20,000 personas 
que trahajan como matematicos para el comerclo, la Industrla y el 

Numoroaos organlamos o agendas del goblerno federal emplean" 
!r.averr.dtico3'para dlversas acUvldados. Hay miles de personas que^^ 
trabajan c.n coinputadoras\v uaari lae inatemdtlcae calculatorlas. ' 
Lcxc ^Industriaa de todos los tlpos emplean raatemdtlcos para 



00 



-1,5- . .. 1-,- 



a.?.-rc ! s- 2 -v. v..-v-::/-\:iru5 y rur.el.5r. -r; la vie!?, actual . , Las 
biv% p *rj v-s l'^i'o aond-.- se colocan lac noticlas de 



rt-St,! ,?. y « ^ .1 t.; r i'- r-u-jcic-u . hacorio simpleraent.e coleccio- 
mnl ?: .• n ? 1 ;? " iinrJoG c-rrieritv;: d-,- rovlntaa oGpe- 

I\- : :. :,. ^ ^ . .iti c:joi, o vjv r-: vista:: tc-enl^-as, on que S© 

:*oil;-l\ J. ] r. J -j.- dv m-il.-nii^tioos-. 
Coi'vii :;'! -n!'crTr.:ivl6r. ciaca por cl roblon^o Acierca de la 

P'j:*.: i »n :-• ..^-pi.-c p^rvi ryjat-^m/'tl co2 on .'sorviclos ol'lciales. 

.5, Tr..*:-. : ; r *irt,Io\lDC> af^erci d-^ Ico in:itC'm;3LticoG y do las 
rrisa t. i ri:^ 1 - : -ii'Ioi'", rovlnd'iC. ncmnnales y re vistas 



1 -T, Lag rr.ati.T.dtleag or. o tras vocnciCiri«^n 

■MKct.ac p-.Taoms q\i'2 no ee. especi?il3zin en«matematlGas necesi- 

tan Gonocor b.istantes Aat(jradticas, y las usan todos l6s dias en el 

eJcrci-1.: :Ji dlvors.tc pror-.-olonoa.* Este -slempre fue ei caso^ de 

lus Ititrt'til-^r-js y^lis ffalcoG, quaer.es nhova rJoeslt^n usar matama- 

tlcas aun avannadaa. Cada proyecto nuevo en la "avlacl^n, en 

"* y* 
astronaytlca d on oloitronlca requlere una capacltaci6n mayor de 

10;S lnf*mi->rjG, 1 o hombres de clcncia y los t^cnlcos. 



. . » ...» 



' t 

sua tr-d 'ijcc r*.>:^ul*^rj^^c., Fara quo iu\a -P'-rroL-.^ p^- ^^^n^a*" ^ros 



*'ate litre p^^rq^^- r>^ber.oc q^;** n*H^»i*rii'a"un ^t-oiv ei,*r :r;r'n trials, ^^ia- 

♦ *tl ^^* .:ri:* y ut^^rir ias m^ten^a titan* 

« 

^\ A:\p;!;i tun I'^^cturas cie diarioc y r^vlGtao par^i o^toner infor- 

p p . t:i-tl jw* act:r;:ia Uc la gente quo cmplea gus conoclmlcntoc 

r/:' -:rdtIc:DC otras vocacl03n<:G. 
i:* iv.>.\lj:ji 1.- r:;ll;*tos de lriforniacl6n d4l fiervlclo cflvll para 
*t.-rir^*u* v^'*^ i^onocimlentoG matematicos- requierep de 
,.:-.r.vc ^rplr.:... otnple^rse como' i^renieros, flslcos y es- 

^ 5* ^usc'i I02 req^it^ltos para algunas las , a ! gulentea pro- 

(tu cotiSeJiitp de vocaclon profeslonal te podrd ^ . 
i!;di.1o:u* dondb obtenci^:^ publicacionos accx^ca de acta materia * 
i pro:ip»*^;t Kit: coli^clos):, 
A : tu:i:^i j> ^ * Economis t^i 

Alti:Ul Ele<itriclsta 

• -» 

* , Oarpintero . Enferinera 

Coiii'ttle , * / Esliadlstlco 



/ 



_^ 



I' **. w» <.*. w , 



Medico 
Ploriero 

Psic^logo 
Quimlco . 



As! eono 1> rtiusica c-s ei. nrue de crear bellesa mediante soni- 

• M.;, y l i pir.t;.*rt ,1 .'true q-^j' la crea medlante coloi'es y donnas, 

::>:!':.'>f:..*'tt.ifr3c ,:?on arte que crea belleza mediante la comblna- 

* * * • ^ * 

•l5r. a- 1 i'-^a.'::* V/ucha t:onte diafruta de las materndtlcas como iSna 
^t*^r^^ ?r.tcs v -^ otras perr.onis cultivan la muaica o Isi 

' rrJlv^' de ar^os la gente encontt^o placer en 

tiv^v.ir f^ r- : V .^i* oiacoc de problems* Un buen ejemplo 

do i rr /jivr-u r^^lacionado con los puentes de Konigsberg* 

Alx*V*» i'.r\ J 1 :r:.>. ''*00, la ciudad *de Kordgsberg, en Alemanla, 
eat?Vr/?V*;::\!-t^ p'-r pu^ntos* Mucha cente que vivla entor:^^^ eA 

la clucjrKi c^-' '.rtbfi en sater si -ra posible recorrer toda la 

ciud'iu alu c!r-r*;r tcada puorite m^s'^de una vez, ^ 

r-'e lim w v>l :i^:ra^*a de estos puentes^ ^puedos resolver si 
eGto vi:^ p ^-^jV;!-- r:o? Interesara saber que^^un matem^tlco ... 
ooi:vVi}i6 v<"t:i prc-f^^irta el ario 1756» 
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5 . r:';f*n-^^ irr:^r >^ aac;3 o£, £l ostudlo de las matein^tlcas del; 
prlrncT :t:.o. do la '^souela secundaria > , * 

Ptkr-i:\t^ c«3t'^ compr«nderds mejor lo que realnente son 
^•itor.dtIcr*3. Tc-jidr-ia muchas oportunidades de experJmentar * 
con ollac. y u.;? ir ^.-.l rnzonamlento doductivo, Aunque las mate- 
Kiticis inipaicoj:^ muciho mds que oontar, calcular, modlr j dlbujkn, 
uii-trac ::.';cha2- uperr.- loiiO;^ y xip31c.;}C lones *en los sicv^Jentos capl- 
.t\aoc. LoD. pr>rraro3 sli:S<.4lentos to «ar<tn una. Idea general de los 
diptlnror-. -isuntoa quo >:abrd3 do explo^ar., " ' i 

Te famill^irl^arls con la hlstorla de lo's ninferos desde las 
^arcuu hoci/5c por p^u«bloc priniltiyos ^n'la tlerra hasta Its" 
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t.*\t\ r * t ^ r * : rr» do 1 n rajriOPO n 



:-P vJ.it. pvrA "!!a->r:.ont- has aos- 

.) oiir -rviii'uc icj nunc roc- U^- una ir^anera 

• ir:r-«5c e .n i> j.t'i^ tie ai;r.cr.to. Cuando 
pi-uii :.c-,Lr:.c: cudnio ce acL-iran las 

Vv pr-'r!.r:tar: "iQu^ ha cucedldo cor. 

.- .n-..: ,^ 1 . p l:r. "i,*ual" y conocos ur. 

-i...:.'.p;'.. ji;uiles las cocac? iPuedes 
•i "1.0 .h' ;-.a^-''v To has fa-Tlllarli^ado blen 
^•:o.- . J. t' r/l' i rta. -onocec' tantio alcunos de 



•v.., .'V 



5^' 

r•7rl••^} ora con- iccribian Ics 

^'^ ■ • • • • i .-^r-boJo nucKo mas- simple y 

r:. -.-. : ri. : Kct » rn.o ipr'.Kdordc nuovos slmbolos. Ellos 

'i.v - .r pr-M-ir--^ -.-v, tu CQr.vGrc.-.cidn corriente. ■ 

• * '*^"'P- -liVvi-.u-int;-..- fK> ecte a:.o considcrando Ideas 

ti' -j"-.. 1 p..{.* pl.nnos, y dvl *?spnelo. Ya debes tener 

' ■ • i ctcp u- ! •::.-•{. '.o:>. ^.Has construltto laodelos? 

, •.lj:t.j;-K^ lauac propi-ic aoorca de puntos, 

* .. i-I '..jp^Gio. Estas idoas tondrdn que sdr 
•.>r.:tij^/radas y a.'npllnaas. r»:?spu4s qua estudles 
.n, pi-oV -ibl tenurdc que njodlflcar tus 



V ^vCLSltar. ai3tl.\tas claoes do nur.eros para 

i'::uOC :^:;^•ro;? y ilsio p' l^" *:2'3rlos ljI reuir v^rlMs cl^=iS^>s de 

coi^'rc. :\\.c^rc.:: ^i^iil i/oc r.ai.uuloG y do eoononia donestica 

* v. vOlo . .p!"*slo, r.o poie^^.os dt^drno todo lo q\^e contendr^ 

*v.; ^v.^ivr^ * " ^ ! J i::: ^^r. v^l primer a!!o do l-i escuela secundaria, 
r;! *v:u - -r\\ ^- vr:;l :;rjo, esperarnos que mlentras 

t .U. . i! .c*:. a:.Oj i*orr^:jirds una r;ojor^idea acerca 

ti*^ q /o:. l ^n r.it 1 j^ n do por qu<5 dotes srxi.er do ellac lo 
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"lU; ojvrv /\ a "d.*;: i^ioa^.' i>'\ Log pueblos primltlvos tambi^n 
nt:r*H.tiioi*'\». r.Dt'i d-j *ios ralmeros* A veces haclati nuclo^ en 

^M'^rirS, ^ ' vnnb'a* T?;ontonoG do plodroci t.as^' o haclan 
maiv^Mw p^il. pui-k ooiitc^r l^i obJotoG. Fara contar las bvojas, 

pv->r vr^J^^^T^pio, ni::o ter.drla pi^d^*^<-*i^^s, o harla cortes 

^*r; p'A>, ^i";'! jOTfflt^ . Cnda piodrcclta o marca reprosentaba 
un*: s.>,vJm, AuI poul:i dursu cuonia dlas despu^s de que no tenia 
tdd^iC i! ..^ :v: r.l no habla una por cadn pledreci^.a^ o por cada 

rnuro I '.^^1*^1 pal :^. HituieG ol uiisno tipo <ie anotaclones al contar 
lo^v^^o^:>."- -^r. r;:: -^I rc-?lon occolar, ^ana rf;arca por cada vbto> asl 
^ , OL;:..r.dD 1:;.^ ^^^ntc* err.poiio a Dr^otar ntSneros con marcas, 

^.^r^ac ravru: >n ui'a pledrn o on ol Duolo. o cort*es en un palo, 
o;:t;':tt an 'r, ps^^r primcr-v \*oz^ orerlbiondo numornles. Los 

nut:: r-il rcn cfr:.:.i?l:;c quo ^ropronentan n^lmoros* Asl^ el numeral 
" r" un Glnitolo quo roprosonta el numero slete* La numeracl^n 
oc ol ^^sr:,jirc ao Ov5r.o 3e oacribon los sltriboloa con Iog que se 
repri.^n-^r:t.a:i i^^^s r.ur;eros» 

Hn ol transcMrso de loo oigloo, la gente empez6 a usar son!- 
doc^ o noritrec^ para lot: ralmei^s* ^Actualmonte tenemos un conjunto 
patron do norr.fcres para Ion numeros^ Al contar ovejas, un ranchwo 
tasocla upa oveja con la palabra "uno", y dos ovejas con la palabra 
"<3,os", y asl sucealvaiaente. Hoy en dia ej. hombre posee tantos • 
slinbolos (1, 2, 5, ...)> corao palabras (tjno, don, .tres, i.'.) para 
represontar loo ndmeros* 

51 stomas antlguos de numeraclon 

Uno do los sistemas mSiS antlguos para esoribir numeralea del 
que tenomoa notlcia cg cl eglpcio* Desde el axio 3300 a* de J*C», 
loG egipcios .usaban Jerogllflcos (es declr. Imageries) para repre- 
^ aientar ntSmeroa. Asi, hace unos 5*000 fJios, los egipclos hablan 
desarrollado un slstema con el cual podlan expr.esar los niJmeros 
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o un rollo 



. . - >• ^ . * , 



ur.ra ilor do loto 
UI4 dv-vio apuntando 
ur: po;: ^ 

ur. noir.bro ,-,4Sombrado 
\vM:ce colre el i^iotoma del hombre 

' -V *-»- \^>- W W t 



.>r. c^.l,^ c^rr.r ol.. podia rcppc^or.:;ar ol raViCro de objetos 



. -r.UiJj r>jp-'^i'-n para r~.3t>nar otros nunieros, 
^ a-UrnlriCib-v 100 >. 100 + lOO, o sea 
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20, 200 
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babilortloa,- qu^ -^Ivlan en la parte sur de io que hoy es el Irak^ 

eh cl Corcar.o Orionte, cscrlbian con un* pedazo de madera sobre 

tac-las de ai'c!ll.i. A estas tablas sq Z&q dio raHs tarde el nom- 

brc de tabl ia oum.>l formes porque los slinbolos se escrlblan en 

ellas inedla:;r.y ».;n -^stllete de raad^ra pa3?^cido a una cuRa\ Los 

babllonlos .;3atan areilla porque no conocian. el .papelv Loo 
— 

Cunelforsie vione de ouneus. cuila, y forma, flgura. 
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cu;\a, ^ac.f \J^. Vn lr.c^v>«.:.- i.;,o du- dil^jo de oste tipo se llama 
entlltHe, i -r-i :-,'pr :,r ,>1 nilrr.oro "uno", ! -clan una marc^, | 
con ol ootilvtv. :-.r;do wolta v,>utllete, formaban el" slmbolo 
^ para "die::". Coiribir.ando..esi5os clmcolos, pscrlblan humerales 
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ur:;6 ol sis tenia jr*omano, que toda- 



vla hoy j ..- ^ r.pj uit-.jr.os lucaros p-ira cscribir fecjias en l€is 

lapidac V -r-ii- t^^f-;ir,3 on los llbi-oc. Los hlsto2-la*dores * ' 
'cr.-t. qu 1 >r r.i.r.-i>-l-c ron.:u.ac eraii imagenos de los dedos, como 
por.<M.emplo: j y II I j. Los romanos usaban entonces" 

'urja ir.ar.o r-r-= -ir.?:>, ^ . Oradualronto al^unas de las marcas 
i^ucron o.":t.id tc y ri:. il:r.-„j.uu osarlbleron cinco asl: V. Con dos 
clncos .jur.t.ou reproc-^r tiror. .dies/ X. Lbs otros slmbolds eran 
letras do '.iir;!! c-to. La tabla siculento muestra las otras letras 
usadar.' por loc rorr.ar.os: 



nuoGtro r.u.'seral 


1 




10 


bO \ 


100 


500 


,1,000 


numeral ror.ano 


I 


V 


X 


L 


G 


D 


M 



En «5pocin imtlcuas, los roraanos repitleron los slmbolos para 
forraar nuneros ras crandes/ como hablan h^cho los eglpcios rauchos 
af*o3 antes. Posterlormente, los-romanos usaron la 3ustraccl6n 
.. para abrcviar algxmos n^Smeros. 

Los valores de los slmbolos romanos' se suman cuando en un 
numera.1 el slraboio de una^ carit-ldad mayor se coloca a la Izquierda, 

nmtxvi 1,000 V sob + ipo <i- 50 + 10 ,+ 5 + 1 = 1,666 

DLXI = -;00 + 50 10 + 1. = 561 

.Ouando un slmboio de ima cantldad menor se escribe aaa I2- 
quierda de otro qu'e representa un^a cantldad mayor, el valor m^nor. 
8e sustrae del mayor. Asl, . 



00 



. II ■! MMT 



IX * 10 - 1 « 9 ^ ^ 

XG « 100 - ['^ 0 « 90 
Ei sistena romano tieno. excepciones en la resta (o sus- 
traoclon)* 

1* V, L y D (slmbclos de^niimeros que emplezan con 5) 
, nunca se rf'3t;an# 

^ Un numero puede ser sustraldo s6lo en los sigulentes 
cases: 

I b61o pi;ed^ ser sustraldo de V y de X, 
X s6lo puede ser sustraldo de L y de y 
C b61o puede seV sustraldo de D y de K.^ 

Tanto ia surr.a e:imo la resta so pueden usar para escrUbir^ 
nur.eroD. Prirner*^ , todd nxtmero cuyo slmbolo se colooa para In- 
dlcar i:ustracci5n, se resta del numero que flgura a «u derechaj 
see>r.do, Ics valares hallados mealante la resta se suman a los 
otroc nur.eros del numeral. 

CIX = 100 ( 10 - 1) = • 100 + 9 = 109 

KCMLX =. 1,000 + (1,000 - '100) + 50 + 10 
* 1^000 900 + 50 + 10 = '1,960 

'A veoes los romanos esarlbian una raya encima de un niimero. 
Esto mvltlpllcaba el valor del slmbolo ,por 1,000. ^ 

X= 10,000, 'tr 100,060; y mT« 22,000.^ 

ifay muchos otros sistoinas de numeracl6n uaados en el tr«ns- 
curso de la hlstorJa: el coreano,^ el chlno, el japonis y loa 
slstemas hlndiues eh Aslaj el maya^, .el inca yj el azteca en las 
Americas; el hebreo, el grlego y el. ^rdbfe en las reglones 
mediterr^eas. Tal vez te guste leer acerca de klguno de ^sto.s» 
SI lo haces-, enoontrar&8» muy iitteresante e»l estudio. de estos 
dlverso^ sletemaa. No dlspo^iemoa del Jtlenqjo necesarlo para 
estudlarlos todoa en eate capltulo. • • 

• EtIerGiclQs 2»1 . 

1, Esc'rll6e los'nuinei»oa sigvlentes, usaMo numeral es eglpclos: 
(a) 19 (b) 53 (c)' 666 (d) 1,960 (e) 1,003,214 

2, *' Los egipclos solian usar un arreglo '^determinado para 

esciMblr n^eros elevados. Sin embargo, loa aignlflcadojj * 
d6 sua s'lmbolos no se alteraban al carabiar su poslel6n en 



Sscrlbo loG r.'l-eroa sig:ulentes usando numeralos babilonlos: 

(a) . 9 (b) 22 (c) i1 

Eccrlb*^ c .rt nu.-3tHs cifraa los slgul^ntes ijumeros: 

u) <V; . (.)<«!!! (=) <^<jrm 

Escribe ccn r;u.-otr;.s sljr.bolos. cada uno dfe los slguientes 

(n) XX3X (b) LX: (c). XC (d) CV (e) DCLXVl . (f) 

Esgrifce Iwc'i.umo.ros slguientes en numerales romanos:' 

(a.) 19 (b) ..7 * (c) 888 (d) 1,690 . (^) 1,000,000 

(t*) ^^,000 . 

^Cu^j-.toc cl-tolca direroptes se usaban 'pai»a escrlblr 
nuiReralos eglpctos? 

(b) iCu^ntos sfmbolos dl/erentes usaban para escrlblr 
los nun?.oralGc do los- numeros hasta 59 en el sisteina 
babllonlo? • X 

(c) iCuantos slinbolos ^Iferentes usaban losToraanps para 
. escrlblr sus numeraleg? , ' ^ 

(d) iCu.^ntos. slmbolos dlf erentes 'hay en-nuestro sl^tema? 

(a) ^ i-Valen XC y CX, escrltos en numerales romanos, lo ' 

mlsmo? Expllcalo, tisandp nuestros numerales. 

(b) En el. slstema roraano de las' tSltlmas .4pocaB, itenla 

. ImportanOla la p68lci<5n de un slraboLo? ,S1 asl fuese, 
' iqu^ .lndlca. la poalcidn del slmbola? , • * 

(a) ^Qu6 cantldad^repre'seata el slrabojo III en el Btnteam 

romano? ^ ' . . . s . 

.(b) '6Qul cantldad representa el slmbolo ill en nueatro 
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(o) >xpli.\xc pwi' qui; lie; roGpuectaa at las preguntas (a) 

lU Eccritv cad't uriO lor. slgulontes pares do numeros en 
nu*?ar.x>o iiG^'iinai lu*-»eo7~'surr.ai 1:js resultados y cambla las 

(a) MDCCIX , y DGLIV 
(h) Mr'IDC:<l y VCDVIII 



2 -•>::;. ' El s^:rtorr>^>' decimal ^ 

Tod-«a loc Glsternas antiguos de nunioracl6n ya representaban 

un avri^Go sctro el .T.4todo'.dc las marcas.-o piedrecltas. .Aunque 

es maa bior. i'4cil representar un n\3mero en cualqulera de ellos, 

ec diricil, uaarlDs para oumar y multlpllcarl Algunos .pueblos 

aritlt'iuoc i>aaron instrumentos cqmo si ^baco para resolver sus 

prot.lo:r.ac •j.rl*,ir.5tlcos. 

, La r.anorii. cor.o r.osotros escriblinoG numerales se desarroXl6 

en la India. Los estudiosos arabes aprendierqn este ^sistema y 

,lo 'U/^v:*ror. a Europa. For esto maestro slstema se llama hindu- 

i ai»^lGD, He lnt:':irosante *notar qu-f^ la mayorla 'de los drabes ^ 

nunca han uskdo GStos slmbolos* iJu'estro slstema 6e-]^lama 

declr>ul- porc^e uaa .jfrupos de 'a dlez/ La palabra decimal' vlene 

* de la pal4bra latina "decern" "que slgnlflca "dlez". * EX slstema 

decimal se usa hoy en la mayor, parte del mu^do,^ porque.es mejor 

* . * ♦ 
que los otros sist^mas que hemos visto'prevlamente. Per ello . 

es Impbrtante que lo entiendag y sepas usarlo para leer y 
escrlbir numerales. , # 

Hace mucho ti^po que el hombre se dlo cuehta.de que era 
* mis f acll contar un conjunto de. muchos objetoa' si los ^gr\ipaba 
prlirferd, * tJ^amoi 'la' toiMia Idea hoy en dia* llamando "dlpte** a 
"grupo db diez cent4vos estadounldenses, y ddlar a un grupo 
* de dlez "dikes". ^Puesto que ten^mos dlez dedos m las manos, 
es natural que contemos por grupos a diez* Empleamoa dlez , 
^almbblos para nuestroa numei^les* Estos slmbolos,* 13.ainado8 
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<alclt.03 \ uor. 2, .S <», '", '> vO. Con ellos pode- 

mos oscritlr nvcoi'bc tar; ,:*i'anjOw o t-.r. pcqueuoc coino quferamoa, 

' El aictvr:.!! ij:?i:r.:il .-.rli:::.. l;i i J.?:; del valor poslcicSn para' 
repreaefitar ol t;'trra:.o .r. i:2n«po. • Kl .tamano del'grupo defJende,-. ' 
pxuis, (5-^1 r^lr.ttolo ^.^^o lo reprecenta en el numeral* ^ • 

El plmbolo en si nos ii?e*cuantos de esos grupos tenemost. En el^ 
numeral rvpr^^S'^nt^ un sn^po de 9ien; el * repre^.^ - 

senta doc rrapob dv Jl^::,. o ava velntej y el "3'^ represonta tres 
unidadoc. o tree* EcJta idea In^^onioaa del valor de poslci6n , 
hace dol^ a.lct'-mrt uovJir.ril ol rvAz convenlon*o del mundo* 

*^ueat;o' q^.^ :r :p*ir*o:i; por coupon de a dies en el sistetna 
.doclr.al| d i..- ci: t^^se dies* For esto^ al pasar de un 

lut:-^r al 1*m:'<-* iiur^calii^o a 3o Icqulorda^ pasainos a un grupo dies 
veces maimer* Kl prir.er lug^ar de la derecha nos dice ouintos 
if^rupor. u:.^ Lw* El cvrui^do luc^ir nos dice cuantQs grupos 

hay Uo a .tiv.-::, r- s :--- dio;: v.>ctr:G uno (lO x El tercer lugar 

noa uico cuantor. ^r\*poc Kny do dl:?s veoes dlez (10 x 10), o sea 
un oij.nw; -.^I c:r;.l^r.t*5, ui-iz ?*:*oo5 dicH voces die2 C^O x \0 x 10), 
o soa mil, y ual ^uc^ol^arriente* Usandovuna base (el numero diez) 
y la idva rul r dv^ poti-iolon, se puede escrlbir cualquier mimero 
en ol al;j:*^o:na dc^^Inial, usando nolamento los die^ slmbolos bdsicos^ 
No hay li:nlt;a^^i5n para magnitud^de los Mmeros qu^^ se puedan 
r<5preaoKt'ir por ir.edio del qlGtepa declml* 

• P?ra -ntender ol sie:nif Icado del n\Smero represented© por un 

numeral eono ^'i^, S'.srnatJios los Q^meros' representados por cada uno 

de los slmbolon. Aci, pues, l2jJ sigrxifica*- ^ • X 100) + ^2 x ^10),+' 

..(3*i o sea' JOO +- 2Q + 3. ' Por. io^ tanto'i 100. +'20 + 5 y -123 

' representan el .r.lsno n^umorp, Guando escrlbiraps un numeral . como 

125 uSarabs slmtolos num^rlcos, 14 idea del valor de poalcion, y 

' la base dlez* " * ^ : 

1 . • • *- ■ .- 

• . . Una la,^ ventajas de4.nuestro sisteroa decimal- es que pbsee 
un slmbolo para oero. EL. cfero se. usa ♦para llenar poslcJ.ones que, 
al q«edar vaclas, se prestarian a mucha confuslSn." Pai»a repre-, " 
sentar el numei^o trescientos slete, escrlblmos* el niuneral 307. 

. La paX^t>i*a dlgiJto proviene de digitus jen latin), qu^e quiere 
declr dedo. « -r ' • . . ^ 



Sin un slnbol:^ ppr- c-ro podrfn.-cs y-moc- ^-orsatlos a escr^blr 
.,^-7. Lac in^.ei^ronacio^^^s de 3-7 y ae ji 7 poc^rlan entor.n 
cen conrundirae. El origon d-.«l cei>o os Inclerto, pero se sabe 

loc i.indues usiban un slrabolo para cero alrededor del^ aflo 
too d. de J.G», y se cree que lo hayan tenldo desde mucho antes.^ 

El uso ingenioso del valor de posicl6n y del^ slmbolo j>ara 
cero haco del sister.-! decimal uno de los sistemas mis eficlen-' 
tOG. Pierre Slnon Li^plsce (17^.9 - 1827), un famoso matem^tlco 
frunc:6s, ll-ir.6 ol sisterna, decl,-al ur^ do las invenclones mis 
utiles dv'l nur.do» j • • 

■^^'^'-^•^^^ V repr-?gentaci6n de m^r.eralos declmales 
.. •ar.p.-2ando con el primer lugar a la derecha, cada lugar en 
el clctena doclmal tier.e un nombre. El primer lugar es el de 
las unldades, el segundo el de^ las decenas, el tercero el do 
Ibc oier.toG (o centenas), ol cuarto el de los miles (o millares), 
y as! 3uceGlvamente. ' Los lugares continiSan Indeflnidamente. 
Jfo di^tcr.OG confundir loa nombres de nuestros dlez s^mbolos con * 
los nom!as2;5 <e ioa lugares (o sea, pp*slclones). Los niSmeros 
grandes co loen rr.Ss facilmente cukndo los digltos estin.sepa- 
radon n iriter^alos rogulares. Eir.pezando por la derecha, se 
toman grupos de tres dlgitos, separados por una coma. EetoB 
grupos tair.bi^n llevan nombres, como.se indiba en la tabla 
slgulent^- par-.r los prlmeros cuati'o grupos de dlgitos. 



♦ 


nombre . 
dol^ gh^po 


blllones 


. jTiliiones 


miles 


unldades 






■ - 








• 

• 


nombre del 

lugar ' 

(0 poslcl6n) 


0 0 

C N rH 
^ ^ t-i 
v< ^ ,H 


to <o 
0 0 

r4 r-l 

' esc 

•H ^ 


«H <H 


» % 
'a 


0 * 


digl tbs 


5^5/ 


^ 6 -5 . 


7 > 8 , 


* 
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Para leer \m ntkero;' ae deben tpner en cuenta' los nombre'a 
de los dlgitos, el cpncepto de' valor de poslci6n, y el nombjre 



<iol j^pup.:). ■" rir-i lc .>r -jI r.ur.oral . ir.ciloiuo ui. la tabla, empezamos 
cotx fil ([Txipo tiK- li laq^ilcrdu leyendo ol nunero representado por 
el ,prlr.<*r .cr^'-po i" dl^^i'^or- como un n^lo nunieral. A esto sigue 
el norcbi'c d .1 fci'upo, aalt "quinlentos .euarenta y cinco billones". 
Luego lox>5;os.t"adta ur.o d-^ los ttrupos cicuienties, "usando^^l nomtore 
de cada grupo segun aparece en la tabla, exceptor a^e-iio usamos el 
nombre "u:iidrtd" Iss^ir -1 ultimo grupo de la derecha. El numeral 
complete li.dlGudo or; la cabla, se 16e asl: "quinientos cuarenta 
y olnoo tllionos, cuat,rociwntos sesenta y cinco raillones, sete- 
cientos tr-'invii ocho mil, noveclentoc velntiuno, 

^A-.;r.q';-- poe^-^er.os dlos slr.tDlDS, los usamos una y otra 

vez. ot I^G uaa iistintas posiciones para expresar ni^eros 
dli'orv'ntec. I>3l nl^r^o r.odo, rtl l-^er numdrales nos valemos de 
urias poe ic pnlabris ir^lslcar, Usamog los nombres de los slmbolos, • 
"uno", "iires", "euatro", y asl suceslvamente. Luego 

cenemoG Irx^ p-litras "dies", '"once", "doce", "trece",* "catorce", 
"qulnco", "cion", "mil", y asl suceslvamente, . Para otros 
numer'ilti-a, mos nombrtjs comblnados, -como en "diecls^ls" que no 
es sino "dJ-:.-2 y eels", o como en "clento velntlclnco", que es "un • 
ciento, uoc aevionas y c!nco unldades". 

Ejercicios 2-2 

1. iO.s^ntos slmbolos se usan en el sistema decimal de numera- 
cl6n? Escribe estos slmbolos. 

2. Kscrlbo los nombres para los primeroa nueVe lugares en el 
sistema decimal, Einpieza con el m^s bajo y sigue en orden 
crecionte como: "unp, diez, 

3. Practlcfa leyendo oralmente, o escribiendo en palabras, los 
numeral es siguientes: 

(a) 300 . (d) 15,015 (g) 100,009 

(b) 5,00: * (e) 234,000 (h) 430,001 

(c) 7,109- * (f) 608,014 (1) ' 9^,999 

4. Practlca como- en el case anterior con los nxionerales que slguen? 
* * (a) 7/036,298 ' (c) 20,300,400,500. 

(b) 9,5^0,708,500,000 (a) 900,000,000,000 

5* Usando numeralea decliaales, escribe: 

(a) Clento clncuenta y nueve. 



(o) » Gois rr.il, 'ocr.o*Gl'>n toe circusnta^ y siete. ' 
(ci) TroG -miilor.tjo, r.vjt.ijr.V'i mil,' troco, 

- ('•) C\a!:ro Llllij^.es, t.^f«'«nci.-tos\setenta y sels 'millones, ' 
r,il,. ^ . . ^ 

. ' (r) \*6ini=- rnil," aiea» . 

•(c)' ^«^;•>^^• ^.illcn'.si, quinco mil, dosclentos. • 
' (-t) Hocrito 01 r,unior>al,45uo representa el mayor niSmeroVe , 
clhco olr>'^:is op el slDtema aeclmal, ' * ' ^ 

(0 'K.xplio- el sicnlfJcado de este niSmero, del mlsmo" modo 
oorno (> A 10) + x 1) expllca ol slgiilficado de 5f 
' ('^,) vl numeral con palabras. ' ' 

7, (-) Kscri;.,- vl nujReral q-e repreconta ol R^nor ni$raero de 
. seis cifras en el slstema decimal. / 
(c.) ExpUoa el signlflcado do oste nfero. ^• 
(o) Ht'crlbo el numeral con p^labras.' ' ' .{ 



2-3. El dog-irrollo d.^. los nuinerjLles. ^ la notacl6n exponenclal 

I-voir.oc q:;.:> el oistema decimal do numeracidn tiene como 
iiH:: ^'-^-i^- 5i::p-sando con ol. lugar de lals unldades, cada lugar 
A la lsq\ioraa tiene un valor diez veces mayor que el corres- 
pov.di-r.*;^- i-.4p,r a dort?eh'a. Los primeros sels lugares, yendo 
de di^-recha a lEqulerda, so indlcan *baJo.« ' . * 

) cion mil dloi: mil mil cio^i dies v^po 

(lOxlGxlOxlOx.10) (10x10x10x10) ^ ( 10x10x10) . ( 10x10) (lO) "(l) 

A menudo atrevlamos la eacrltur^'de tales numeralea con un 
nigral oscrlto en lebra pequena arrlba y a la derecha* del 10. 
Bate numeral indlca cu^tos.dleces se multipllcan entre ellos., 
Loa^niSmeros que se multlpiican^asl, se llamart fac tores/ De 
e3ta manera los valoros de aos dl versos lugares se escriben y 
ieen como^ slgue : ^ 
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. A i: A- ;C A :C X -C) IC- ^ "ai— lu- Xiuinta potencia" 

(10 X U; X X rc) ^ icf* " "d'.es a la cuarta pote^icia".. 
(!v^ ^- X \g) 1%^ "dlez a la tcrcera potencia" 

•{1C A iC) * • JO'" "di02^ a la segunda potencia" 
(«^) '10^ . "diez a la primora potvincia" 

■ . — / (1) - , l" "uno" ' 

-Er. •ujvi^oxpi-.^alon cor?io ♦'0'*, numero 10 ae llatTia la base, y el 
'd so llania ,el expj>n >r.to . El oxponento nos dice ciuantas veces se 
\ " toiTia la L.-i^w s;w;;5o raotar en un px'oducto. . 10 indlca .( x ^0), 
o sea 100. nvr.oro coino 10" "so llama una potencia de 10 , y 
fcn ectv: a .iv^o di quo.el nuaoro dies cstd elevado a la segunda 
'potenci:i. Kl exppnor.^o or^iltc en general cuando se' trata de la 
priir:or-i pcr^-'^l'!; iocir, escrlbimos 10 en vez de 10^. Todos 
Ion dv'jnao oxponent-^s se esorlbon slempre. Otra manera de escrlbir 
{h X, '. y dondc ahora oc la base y 5 es el ex- 

ponent.e.' . \ " . » 

.i-J^mo pj><l jrr.oc . xpresar' el cieniflcaao de ""352" con exponentes? 
3:Ti - X 5C x tC), ^ X 10) ^ {'d x i) " n 

, - (;^-^•■^:^") - (';^.x vO^ + (2 x l). Esto se llama la 
nQtacl6n dea-a'rolladn . La bccritura de los numerale^ en notaci6n 
dc^arrollada ayuda a explicar el sijgniflcSdo del numeral entero. 

♦ His tori-. ^ ■ * \^ ^ 

* Pareco probable ^que Ij^jjazdn do que use.Ti08 un slstema de 
nuineracl6n do base dies sea* que tonemos diez dedos en las manos. 
Eato expl'lca saoiuqu^ los diez slmbolos se llaman "dlgitoa'^ cuando , 
se usan como numerales. Usfunos' el^ t^rmino "digltos" cusmdo quere- 
mop referirnos a los diez slrabolos en Si, -IndepeAdlentemente de 

* los numersrles en que^figuren. ^ 

^ , • Lo5 celtas', que vivleron en Earopa hace was de 2,000 .afto»>^ 
^ y 103 maycts, de la ^Am^rlca Central y Mlxl<so, usaban velnte como 

b^se^ iPuedes pen^r en alguna ra2<5n pal^a esto? iQu^mombre ^ 
^ especial usamoa a veokes p5i!a v^inte? Algunas trlbus de esquiwales 

a^rupan y cuent,an de clnco en cigico*^ ^Puedes encontrar.una buena 
^ * exl^llcacd^m para eato? * Mis ^adel ante veremos*. c6ino fuijclonan los 

slstemaa que^ usan atros ntSmeinss como basesl * 
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. 0 ^ p'il i 1**1 J 


: in* eor.^-^ **dien n la primora potencia" 
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5 (»:•) 1' X X s X l-x S X 
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(O 


L U ^ 


(r) 4x4" 








^ X • (,») 279 X 2?9 X 279 X 279 x 2?9 


(■i) :: 




(h) 1% 








r-ir. c mo i'aGt.or-.\c or. las expresiones 


(• ^ 


' (•-•) 


5" ^ (e) 






V -* / 


(r) 








tii£\.t\:t,Ui3 sin exponent^r^r^ como en 
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(A 
\ - / 


\ (e) 3y ^ 






(d) 
\^ J 


10^ (r) 17^- 
















lac expxvcIwr40G siguientes como 


indlca 








f « 


(a) 


(e)' 8^ (J) 






(-) 


•"^ (h) 9^ (k) 






(r) 


(1) (1) 








c^c rc-proser.ta e2 niimero mayor? 








(b) 2^ 6 9^ ' 





(0 



It* .ier.ies cifras en notacl6n desarrollada, segun 
-plo:,. ^10 (2 X lo'^') + (1 X ic"*) + (Ox l), 

7,On2 
9,126 



(c) 



(o) 109,180 

Ccmpi "t-*! In tabla potenCjlas dlez ^ue aparece tn^s 
•ib-ijo, <^riposando con 10 , La slgulente expresiin es 
\0^, y asl sucesiv'amente. Escribe el numeral r.epresentado 
por -jsjvt'^?3l6n, y luego escrlbelo con palabras, Contintia 

n.'ista TtleanzHLr 10 \ 
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?\^\encli Nunoral Palabras 

«0^'"'" 10,000,000,000 dlez blllones 

1,000,000,000 > uh billon 

10. Jir. la. *v-iitia cicl protloma 9,.i,cual es la relaclon entre el 
exp>r;vr.to ^ni potcriCla do 10 y los ceroc cuondo el 
riirimoto exprc'G". «>1 sist-^na deelmal? 

(a) ^OCC (c) nOOO,000 

(t) lOC^OCC (d) cien mlllohes 

i::. tV. r/r.vr<t: .-r.vercnbr^ ^^n dla aceroa de la aritm^tlca con un 
prupw d-j -ccru^iant-G* Hablaban de un numex^o olevado que 
Gcclaicron llanai- un ''googol". El ''googol" es 1 seguldo 
a J I CC o;;rcj* Escribe ecsto con oxponentoo* 

P'tivcu' :iuv dvj^orfa Interpretarse 10^? 



D:>n:iv*> hacc- nu^i-.o tiempo oonocec y usas el sistema declmalj 
per puoiwc j:entirte tentado a pensar que lo eritlendes comple- 
tamvntv* Ho obstante, es poslble que se te hayan escapade algunas 
do QUO c!\jMcterlstlcas, s implement e porque los numerales te son 
tan r^in:Iliarv2^ En esta seccl6n estudlaremos un sistema de 
iiotacl6:. o.)n t ase diferonto* ksi entenderds mejor los numerales 

oupont^ que ericontremos habltantes de otro planeta, que 

ten^sai; aiete deuoG» En voz de contar de dlez en dlez, eatos 

l;abJtanteii podrfan tal vez contar de slete en siete, Veamos 

c6mo so vjncrlben los numerales en base slete* Esta ve2 nos 

dlsponorK)3 a trabajar con grupos de a slete* Mlra las letras 

oquls quo aparecen mAn abajo reunldas en grupos de a slete. 

Junto a otrac i:?qulB suel tas» 

, <X X X X x) 

f^^^^ M , . ^ X 

\X X X / XX (X X X X X X X^ V V 

X X — A X X ifT ^ ^ 

X \x X X/ 

\ PleTurri Z^k^a Plgura 



I'll. 1a riir-r-! v»»jnos un grupo slet* ':^quls, seguldo 

c'r.oo 'Mv;:? <il numorril so oscrlbo 1 L , ^ . En 

slete 

u-stc ;..,:*>.>x-,:, .-i 1 nou dice q>>^ ha:.' grupo slote, mien- 
tivt.^ .(•,•• "1 incj:c!i ni;- h-^y eir.co unidades. 

equia qu-nivn r ; a- loc •cr"-po3 do slete? El numeral que 
rcprocer.'.-i .--l r.-l-r-.i-o ^o'.-il de ••q sis os Bl 3 Indica 

quo .U'upoc a-- csio'.-, ol h representa cuatro equls 

ai3l:..ai3, . a-..;ir- r..;..tro unlaidon. HI slorc *^escrito abajo^ 
r40i'. i- ■• . .j'. .r;oc tratr!..:^.do on base slete. 

C«( a..;o » ;.-i-;p-:r.03 siotc; on sleto, el numero de objetos 
liiJlvi .. ;.. vivv:., pv.odo s6io ser cero, uno, dos, tres, 
fiuatro, : > 0 Se roq-.l^r-en nlmbolos pnrst ropresentar 

•-cton r>rin «rc.:, 2i;po-te que usonos los simbolos famlllares - 0, 
^* "» ■ 702 de Inventar nuevos slmbolos. Como 

not-^iHc, i;u • tnr. otros slmbolos p-wa el sistema de base 

l-.s ^.tl.T r- ■preserit?in mirc^is para los dlas, podemos con- 
sld-r a' " -^Ivt ■ ^""^^^ <-*sGrlbir una somana y clnco 

dirij. Ki. J ti' J sis^vma ueclmal esto numero se llama "doce" 
y S',: -.rscrli J "it,", p-:ir:i Indicar un grupo de diez mds dos unl- 
dad'jc, r.o oserlilrr.os la base al usar nuectros numerales usuales 
(on h-^s-:^ 'ii p .oc sntomos de qu^ base se trata. 

^'o conviene usar el nombre "quince" para ^^gi^t-g porque 
"quir.ct*" dosl»^n:t ur. grupo do dlez mis clnco unidades." Vamos' 
Blrapl-invr.!: - ?-jor It^-^i^^te ^^'"'^ "uno, olneo,- bas-e- «±^1;-e".- 

oabos cojriO cont;ar on base diez y como escrlblr los 
numor-iles er. sucesion. Observa que uno, dos, tres, cuatro, 
clnco, C"^lc, sieto, ocho, nuove, cada uno se repres^enta por un 
solo slnbolG. iG6r»o so represents "diez"? Esta repre8entacl6n, 
10, signlfica un jjrupo de diez mas cero, 

Tenlondo en cuenta esta idea, piensa c6mo se debe contar en 
basc^ ijielu. Fru^balo tu mismo y compara con la tabla, agregando 
los nur.oralos desdo i^lg^^^^^ hasta ^-^^^q^q* En esta tabla se 
.ita omitido la lndlcacl«5n en "base slete"; 



numeyo 
uno 

cuatro 

clnco 

seis 

uno^ eero 
uno, uro 
uno, doG 
uno, tros 



Consando 
dr*b\:)lo 



1 



en base siete 

* numero 

uno, cuatro 

uno, cinco 

uno, seis 

dos, coro 

dos, uno 



1 1 
12 
13 



/ 



seis, tres 

seis, cuatro 

sola, clnco 

seis, seis 



/ 

slrabolo 

10- 
20 
21 

63 

6k 



^C6nio obtuviste el r.urr^ral que slcue al Profcablemente 



pensaate 




:< X 



X 
y 



X 



OS lo tnismo que 



quo son Joe gr^poc do siete equls mas cero equis* 



/x xxV 

\jC X X xj 



l<^6 nuri:!>ral si^ue a 6u 



siete* 



Ahl tendrlas 5 sietes y 



6 unldados, r.ds otra unldad. Esto da 6 sietes m^s otro sietej 
en total, siote sietses. . t,C6mo poclrjfamos representar (siete) sin 
usar un nuevo slr.bolo? IntJi'oduclendo nuevo grupo, el de los 
(alete)'^. Eote erupo se escrlbirla "'OOgiete* denota 
realmente este numero? Parte de ahl y escribe algunos otros. 
^Cu-^l aerl't el numeral que slgue a ^^^aiete* 

Aliora estdc en condlciones de egcribir.una llsta de valores 
do posici<5n para ;a base siete." jPuedes hacer esto por ti mlamo, 
_£studiajada- loa valor<:^4o- po 8 lcl($ n-d»olraal^» 4le la p4gi»a->1- — y — 
penaando en el signlflcado de ^^^giete* 

V-alores de poslci^n en base siete 

(aiete)^ (aiete)^ (aiete)^ (siete)'^ (slete)^ (uno) ' 

Observa que cada lugar represents siete veces el valor del- . 
lugar iranediato a M derecha. El primer lugar a la dereoha ea el 
lugar de las tmldades en ambos sistemas, el decj^l y el'de base ' 
siete. El valor del aegundo li^gar es la base niultiplicada por . 



uiKi_; • r\j. v-:Vt- , ;,e_l;ito oa*? Hi %\^lor en el tercer lugar de 
a..r<-v.\M '.a (iji-**.- » iJlvtn'l, y en el lugar clgulente (slete x 

;Qu'' r.:;rr.Lr^^ a- ..ja ei oiatt-ma decimal a (slete x slete)? 
Tviiem^a quv uuar 5s te (cuarer.ta y ni.eve) ouando camblamos ' de 
baac csi -'ttv .1 b"a3e ulv;2. Muestra qise el numeral decimal para 
(slete)'' oc S'*^. iCuil es el numeral ctecimal equlvalente a 
(aloto)^*V ' - . ' 

■4, k 

, Ua.^tido resultaaos anterlores vemos que 246^^^^^ 5= 
{2 X Giotv slete) - (i. x slete) + (6 x uno). 

Kl si-'uleiite uiagrair.a muostra el agrupamlento representado 
ofect-jvamc-nto p-r Ic? dlgltos y los valores de'poslGl6n en el 
numeral 2**' . ^. : ' , 

X X X X X x) 





UCXX X X X XJi 



1 




IF 



XXX 



2i X x) 



| ("X X X X X X~3r) 

i' ._ ' - "T 

(Ic X X X X X x) i 

I ^X X X X X X x) 

i Qt X X X X X j ) 

l(x x^T x X X J^ i !( x X X X X X 3C) . 

Nik 

(2 X slete x slete) 









x^ 


X 


X X x) 














X 


X 


X 


X x^ 




X 


X 


x" 


^ X J?\ 



XXX 
XXX 



(4 X slete) (6 x uno) 



SI deseamos escrlblr'el numero de las equls que flguran 
arrlba en el slstema decimal, podemos escrlblr; 
-^' siete - ^ 7 X 7) + (4 X 7) + (6 X 1) 

» (2 X 49) + (4 X 7) + (6 X 1) 

» 98 + ' 28 + 6 

r^^^dlez 

• ReagiMpa las equls que flguran ra^a arrlba para mostrar que 
hay 1 grupo de <diez x dlez), 3 . grupos de (dlez) y 2 unl- 
dades mds, Bato deber^. ayudarte a comprender que 246 
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dlez* 



U A^:r!,-.pa vq-.lv-- "-ip-ir.-^cvn a ."ioi*iin-iacl6n y escribe el 



.\ X X X 
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X X X 
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(c) 
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X X X 


X 
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X 
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*x 
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X X X 
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X 
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X^ 
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X X X 
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X, 
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X 


X 


X 


X 





.q.iv rifirupad:^^ do tal tnodo que representen 

".i.u- C-) -•■.let. .'We ^°'slot. 

KvK^ri!"^ c.ivJ:t if. J de los numoralcs algulentes en notaci6n 

Hjvyt*ibc ol nunict^al que sig^u^.^ a cada uno de los alguientes 
r;uTr4er il : 

iCurtl OS -^^l V ii: r dol "t." on cada uno de los si^ulentes 

Escritio on ol slstema.de base siete el valor del qulnto 
lui.:ar, "contando de derecha a izqulerda, de ade las unl dades . 



■^-i Eh ol slr.L'ti'ma de base slete, iqu6 valor tlene e'l d^clmo lugar 

empezando j>oV la derecha? 

•8« iQu^ numeral en el slstema de base slete represeni^a el ntSraero ' 
que llamamos sels docenas? 

10. iQa($ niSTnero <i3 mayor, ^^^^giete ^ ^^^dlez*^ 

.11. iQi:^ nwnero es menor, 21E5g^-^^^ <5 75^<jie2' ' 

12. Un nibaero es divisible por .dlez si se obtlene un resto cero 
•al dlvldirlo por dlez. • 



I (-4 ;.Ea ^0 ' divisible por dlos? iToT qu^? 

(e) /Mr-cs p';.-v«r n-h.^r, ^ olnplo vlcta, si un numero 
o:?o:'iro vr^ t-ace alen es divisible por dies? 
•13. .-.Kr ciivlsiblo por dlon? Expllca c6mo obtuvlste la 

'ru«cpuonf^. ^Ec -"O^^ . ^ dlvlslUo por dies? 
(a) ..Qvi»5 sl^nifica la lYaso "un niSmero natural es divisible 

iKs .50^*. ^^55 divisible por sleto? il?or qui? 
;H3 , ci visible por nletev Explica la respuesta. 

KK..:.ula li. i rosjia para de^erminar cuindo nxSmero escrlto • 
i.f.. ban divlciblo por ciete.' 

De los c-.*(irclci03 11 hasta 1v puedes dedtielr que la inanera de 
averlf.>:ir cI- ,r. r.unoro es divisible por diez depcndo del 
slcter/i en el cual onto numero se represente. La regla de 
diviiiilillaai por dl*2 -^r. ol sistoma de base dioz es analoga a 
la regla d: cJivicllilidad por sl-^t^^ on el distema de 'base slete. 
17, : Codies a./ 10. .>vJrr..ros- 2^.^^^.^, Jl^*^^^ y 68;^^^^, son 
tijvlGitivs por aoDV iC6mo to das Guenta de ello?- iC6mo 
nf- Ham -1 v,r. .'vjrnoro divisible por-dos? iC6mo se llaraa a 
ur. r.urrjoro q^:- r.o es divisible por dos? 
^ld. . iKs iir*^,^ .par o impar? ^Puedes, a simple vista "declr 
cu^loB a^^t* loc Diruientes numerales representan numeros pares 
0 . dl 0 c imp are s V 

0414*? podrfas hncor para averlguarlo? * 
De nuevo una regla de dlvlslbllldad para el aistema en base dlea 
no se aplica. al slstema en base slete^ Las reglas de dlvlalblll- 
dad parecen depender del slatenia en que trabajamos. 
19n PHQH^A DIPICIL. En i©1 planeta X-101 las pdg'lnas de los 
iibros estdn numeradas en el orden que siguei 1, ^,A,0, 

11, \l, 1A, 1D, lO, lia, /r, 1^ 7 aai suceslva- 
mente, iGuiX parece ser la base del sisteraa de numeracldn ■ • 
usado por los habitantes, del planeta supuesto? iPov qu^? 
lC6mo se escrlbiria el nUipero.que slgue a ^1? ^Qu^ ' 
slmbol'o corresponde a nuestro cero? Escribe numetales para 



los nuner"Oc que van de D - a SA. ' 
20.- PR03LEMA DIFICIL. , Determlna una re^Ja para averlguar .cuando 
un numero escrito eislbase^ siete es divisible por^dos. 

■ »• 

2-5« Calculos en base siete 
Suma • . 

En, el slatema decimali o sea de 'batee diez, hay 100 oom- 
binacionos adlcivaa' "basicas". .A tu edad 4stas te son faml-*' 
liaivs. Las combinacionos pueden ser dlspuestaa en una tabla 
convonlonfo. rr«rte de esta tabla se Indlca a continuacion: 



Suma, base diez 
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Los ntjmeros representskdos en la Mia horizontal por enolmS 
la prlmera raya se stMan a los niSmerbs qiie se hallan m la 
coltAinna de la Icqulerda, debajo del sl^io " + La suma "de cada 
pal? de.niimeros se escribe en la tabla. La suma 2 + J ea 5, 
cowo se Indlca con laa fl.echas«' 



^1. EfectUa las slgiilentes sumas; 

M ti I, : (b) 9 + 8 

"d, bsando p.-^pel c'jtidriciilado, completa la tabla de sumar de la' 
pdglna 59. (La usaras luego. ) . ' . " - 

5. .Traza una linea diagonal de la esquina superior Izquierda "a 
Ik esquir.a inferior der^eclia de la tabla como se In^ica a la 
derocha. ~ 

iEs 3 ^ igual a. > 3 ? 
(t) .^Cd-no podrla obtenerso en la tabla 
la respuesta a la pregimta anterior* 

(c) iQud observas rpspecto a las dos 
parnes de la tjibla? 

(d) (,(^4 te dice esto en'cuanto al n\5niero 
dc las diferentes combinaciones que debes conocer? 
Aseg\5rate de que puedes recordar cualqulera de estas 
corxlnaciones cuando ,sea necesario, 

Kaz una tabla de. las suraas bdslcas cuando los nuameros se 
reprecentan an base siete* Se ban indicado cuatro sumas 
comb gufn. 
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5. ^ .(a) iCu^tas combinaciones diferentes de n^meros hay en la 
tabla en base slete? iPor qu^? * 
(b) es m^s fdcll, aprender las combinaciones n^cesarlas 

en base slete, o 'en base dies? i^tv qii4^ 




(c) Halla on las tahlas las respueVtas para ^^^^^ ^diez 
y ^oiAf-. + iSon igual-es los resultados? Esto 

La ruGpuesta al ejtrrciclo !?(o) ilustraxOl hecho de que un 
n>Smero os una idea .ir4dc,pon<iicntc do los numerales usados para 
represontir 3u nombro. En efecto, ^diez slete 
nombres diforentes.. para el mlsmo n\5mero* \ 

No trates de meniorisar las oombinacicmes aditlvaa en base 
alete. El Int-e^s en construlr tal tabla reside que- esto te 
ayu<Ja a ontender las operaciones con numeros* ^ \ 

La tabla que se pide oonqplotar en el ejercicip h del iSltimo 
grupo do ujercicios, muestra las sumas de pares de ni5meros del cero 
al cois* En verdad, no es niucho m^s dlf Icll siimar niSmeros grandest 
Para aprenderlo, veaaioa o6mo sumamoS en base diez^ 4Qu4 pasos, 
slRues mentalmente cuando sumas, por ejemplo^ veihticlnco y 
cuarenta echo en ol si sterna decimal? . 

25 - deconas ^ 5 unidades = ^ 25 

hp a H docenas 3 .tmidades « — ^ » 48 

*J de6oi;as ^ 15 unidades * 7 dec^jnas 3 widades » 75 

Trata ariora de sun;ar en base alete: ^^slete ^ ^^slete* 

(Puedes usar la tabla de sumar 
1 al*^to 4- k unidades en base slete para hacer las 

. 3 sj^etes 5 unidades aumas 5 + 4j 5 * U ) 

k sletos ^ 12 unidades = 5 sietes + 2 unidades « 52gj^^^g 

iEii qu4 sc parec<?n los dos ejeniplos anteriorea? ^En qu4 dlfleren 
eatos dosejemplos? ^Cu&ido es necesarlo "llevar" (o sea, 
reagrupar) en el sistema decimal? ^Gufindo es necesarlo "llevar" 
(o sea I reagrupar) en el sistema da base siete?' 

Rcvlsa tu domlnlo de la adlcl^n, con los ejercicios 
8igU)l«nt<^3. Uoa la tabla de sumar para las sumas bdaloas. . \ 

* ."^^slete ^'^sleto ^"'^siete '^^^siete ^^^slete ^^^elete 

^\.leto ^^ilet- '"^^aiete ^'^^siete ■ ^^^siete ^^^slete • 

La« reapuonta'a son, rospectlvamente, SSgj^g^^i ^^^slete* ^^slete* 



5$^ 



« 3iece sioto , slete 

Reata o austmcclon .* . " «. 

iComo aprerirfiote' a rostar en base diez? Probablemente 
pi^acticaste con corabinaclones como .14 ^ 5 hasta faraillarlzai'te 
blen con ea<a opt^r^clon^ Sabes respueata ^ este ejemplo, pero 
auponte por un Instante que no la conozcas, * ^Podrlas obtener 
la respiu-sta uoando la tabJLa de sumar? En ^realldad, la pre- 
gunta que te convlener formular es: "^^Jw^ i^iifflero, sumado a . 5, 
nos da U*?" Puesto que la. aeptlma flla de la tabla de sumar 
en base dlez, nos da los rosultados de aumar .5 a varlos 
numoros, debemos bu3c«r U en esta flla, ^Ddnde est4 la res- 
puesta a U - 5? ^Contestasto "la ultima oolumna^'? Usa la 
tabla de su^T^ar en base dies para hallar: • ' 

9-2, - - i„ 12 . 7 y 17 - 

, El principle que ncabamos de estudlar se apllca a toda 
operaclin de reata. Hay otra Idea que se neceslta en muchos • 
casos, la Idea de.^pedlr prestado", es declr "reaginapar", Esta 
illtiraa Idea so ilustra Ms aba,|o, en base diez^para hallar 
?61 - 283: 

7 cientos C dec. +. 1 unld. - 6 clentos + 15 dec. + 11 unld. . 761 . 
2 clentos 8 di>o. ^ unld. = 2 clentos ^ 8 dec, ^ unl-d. . 28^ ^ 

_ ^- . „ - . Clentos -±-„.7. den. + 8-un44,— -478 — : 

Ahora ensayemos la resta en base siete. \Q6jm hallarias ^ 

^slete " ^slete- ^^^^^ ^^slete " ^siete* ^^^^ uaaate U. tabla - *" ~ 
de sumar para la base slete? Halla las respuestas para las 
reotas slguientes: . • . ' 

^5slete, '2g^ete <^Wete ^Wte • ^.^slete ' 
-^iete ' _j8lete ^^i^te ^lete • Jjslete ; . • - 

Las respuestas para estos problerofes son ^3^^^©' ^slete' 
^alete* ^slete ^ ^alete* " " - " 

Hesolvamos . ahora un problems m^s .dl.ficU en base siete | 
coiaparando el procedlrolento con el usado m^s arrlbaj - *• * 



^^aiete * ^ sletes 3 unldades «^ :^ siccus -4- IjJ unidades = ^^gj^ete 

^^siete * ^ slete 6 unidades * slete + 6 utiidades " J^gi^t:e 

f ■ ^ Z sietes 4 unidades = ^^alete 

Es >ljnportant,e obaervar que la expre3l<5n "15 unldades" de 
,arrlb& se reflere al slsceraa «n .base alete y es "un siete, tres 
unldades"* iC<$mo puedes hsullar en la tabla el rttAmero que aumado- 

a ^aiete^ ^^nlete^* "^^^ podr^s encontrar la respuesta 
aln necealdad de uaar^la tabla, 

- Practica con las s^guientes restas ; 

, ^alc-to £23lete ffsletv ff^siete _^3lete 
Las respuestas son 42^^^^^, ^^nlQt^* -slete' ^"'^slete. ^ "555giete' 

EJerclclos 2 -5b 

1, Cada uno de lo3 ^Jemploe sigulentes estd eacrlto en baae 
:ilete* Guma* Luego verlflca^ oamblando los nuiaerales al 
sl3* ma decimal y sumando en base dlez como en el ejemplo: 

Base slete * Base dies 

' slote ^ 

^slete ^i^lete _^8lete 

•.. . (h) 62*We * SSIfgi^te <i> . 62°Sl.U * .«*.l.t. 

2, Uaa la tabla de sumar en base slete para hallar; 
.(a) ^giete r^slete ' ^ slete " ^slete 



3. Ciida unci de Ics oiemplos sigulentes esta escrlto en, base 
siete, rfesta, Lue^o verifier, pasandq^al slsteina decimal, 

(h) ■ 5000 - >26l 

Siete 



(?) 


^%iete- 

W Jt V V v» 

w 








ffsiete 


(e) 


siete 


^^3iete 


iz) 




- "^%i^te ' 


(1) 


^ "3 1. ^ 


slet.e 




siete 





• Dlbujar.do grt^po^ de ^equis, muestra que: 
(a) 4 do^j = 11^,^,^^^ . ^ (c) 3 ci-ncos « 21^^^^^ 

Multipllcacion 

Para multiplicar, podemos usai? una tabla de datos *Msi^s. * 
Completa la tabla que slgue en numerales deoiinales*y cercl6ra1^e 
de que cor.OGes y recuerdas en to(^o raomerfto el product© de doi 
n\5meroG cualesquiera.de cero a nueve. 

Multlplicaeidn, base dl«^ 




I. 



/ 



\ 



2-5 



1. 



2; 



3. 



(a) J'bcpli ^'1 I'l prc-aor.^i'j dv l,i colurmia y la f 11a ^de ceros. ^ 

(b) ril'r Iri *-*tpl?\ oxac^amente it^ual a 1* fila de 

l!!la^lna uhTi" ai:iirorial trasada^jy^sae <?1 signp " x " hasta la 
esquina infei^ior derecha* iQu^^ puedes' declr^de las dos 
partes tri!ir;i:ularoD .que quodan a cada lado de' esta llnea? 
Corr^jleta 1^^ t.^llr^ de r.ultlplicar er/base slete ,indicada mas 
aba Jo. Su£;urcr;ciri: rara hallar ^ ^^^^^^ ^ ^siete P^^^^^ 
esoriblr ouatro ^q^^lc t.iv^» vec»^s,y reagrupar pai?a encontrar 
ol nun;er*:il en Vri^^- siote. Aiun mejor, puedes prooeder asl: 

^ Mult;lplicacl6n, base siete ' ^ ♦ 
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5. 



Hay TTicnoG ontradas en la tabla.de multlplicar *en base siete 
aue en la tabla del slswema en base diez* iQsixi te dice esto. 
el\euanto a la facllldac para aprender la multlpllcac^^h en 
base>aj.ete? " 1 * ' > " 

linaglna una diagonal trt^sada desde slgno x ** hasta la ^ 
eaqulnik Inferior derecha en la liltlma tabla* ^ . 

(a) iC6mo se relaclonan .las entradas por enclfna de la diagonal 
Gon las que hay debajo de ella? 

(b) iEn qu6 te hace pensar la observac.ldn de la parte* (a) 



9£ 



Si 



— A- 



*40 V.li.«i.> 



i p-.*c;:,? ri'jTOorisar la tabla. en base slete. Lo que 
interua^i qu<^ viitlenctaa cdrio fxinclona y c<5mo so construye 

"ul*.iplica loc r.urticros clguior.tcs con numerales en base diezj 
^: ^<-^:> ^'ST 783^4 51045 

Gorioces el meeanismo de llevar {o sea, reagrupar) en la 
adic:l4n, y tienu>£ exp»-rlr«nci - l:i inultlpllcacl<Sn en base dlez. 
Uca la tafcla dc- r.ultlpllc^r en fcase sleto para hallar los 
pro n.i:to;- slt?-i--J'.* : 

'=Slete 5.,ieto ^'^^slete ^^^l^^^,^, ^^^iete 
l^ci-.. Ulsioto Ulslete ..^ ^siete l£^siete 

Las i".'sp ;-'jta£: d .r. Sir' . 50^ . . 2*514 ic,45* v 

. ^, slote' ^"^fsiote* "^^^ sleto*- ^^^lete ^ 

Vvrlrici r.-atlplic,icl6r. que ce indica 
a la dtrrveha y 1 .;et'o contocta a las protjunt^r^ 4^ 

r.!jr,l'T.^-»s: i Mrr.o so obtienc la* exprosl^r a 32 

* , , ^ slete 

• ^-J. ':-^;>,'ru rila^' ^Cojr.c se obtlor.e la — TI5 

-xpi"Tl6n -0' or. 1- cuarta fila? ^,Por qui '^4^ 
ecti 1 ;e la cuarta fila colocado dcbajo " ' slete 

dol k a^.' la u-reera flla? ^Por qu<5 estdl el 0 de la cuarta 
rila oolcuado d^.fca.'o del 1 do la tercera flla? No te pre- 
ocup.a si no aas cuenta de por qu^ las expresiones de las 
fli--..'. 5 y sur^an, puos estudlari^s esto con m^s detalle 

luv,.-.. :.ri r:;«5tcdo do veriricacldn conslate en pasar de los 
nurr.v>raioc er. bao« sletc a numorales en base dlez, como se In- 
dicia aquf: 

'•^'**sletc. = ^ ^5) -^ (0 X 7) + (4) = 294 + 4 = 298^1^2 
>Vj^.t", - X 7) + (5) - HI + 5 « X 26-.,_ 

^ ^7B8 

TT^trj,.,^^ (.5x-^4oo + (ixjii?) ^ (4x49) + (0x7) + (6j^= rffe-; — 

I«i division qv«?da como ejerclclo para tl, Tal vez no te 



5C 



2-! 



results ri.-il. El traiu.'ur t?n base aiute doberd ayudarte a 
ciiia-n r j> r i ^'*- 'ur-^ rMt^alintvs tinmen cliricx;ltad con la 
di virion : ^uv Jivz* Aqvl hay ejonploc que te conviene 
ox iHlKir* l\.>d\c i.a nur^erdles en loc ejeir^los estdn escrltos 

iCono puede^ u^ar li tabla do Tnultlplloaclon 

aquiv 

Divlsl6n en base slete * 



> 123 

112 . 

12 532 

;> 

EJerclclos 2~5d 

1. Muin.'.piic:! r.uneros sigulontos en baso sioto y vorlflca, 
P"S'ir io 'il ciot'.^r.i en base dlez: 

^^^^ -.r.e ^ -^lote ^^^^ ^^^^sleto '^^^^lete " 

^ii, DIviue* Todoc loc numeraloG de oste ejerciclo estdn en base 

3* Kccrlhc en forma desappollada : 

I'HL^ loD niitneralon en cl ojerclclo 3* o<^^^i representa cl 



ERIC 



siGte ^ ^''^slete 



7. Roplte ol p^rrafo siguiente, reemplazandc los numerales 
on bar.e ciote por nuxnorales en base dies. 

Lulsa 3ieue el curso de matematicas del grado (afio) 

^^tilvt^* ^^^siete* ^^^^^ se^llama 

K^t.emr^tlcH de llceo iO^^^^.^* Tiene 2^^^^^^ capftulos y 
^^^''^3let;e P^^:--^^. Hay ^^^^^^^^ alunmos en la clase, que 
oo rei^r.o v^icte por semana, por periodos de 106^^^^^^ 

minutos cidoi dfa. u!^ ^ de los aluinnos son nlrias y 
^'cioto ^"^^^ v-trones. El alumno mAs Joven de la clase tlene 

^^^^ ^^^^ "li^e 12^33^^^.^ - pulgadas. 



2-6, Gar.b/o de fcise dies a base slete 



lias apr>^r.dldo a cambiar n\5meros escrltos en base slete por 
numoralos or. baije dies. Veamos ahora c«5mo se pasa de la base^ 
dlez a la base slete. En base slete los valores de poslcJUSn son: 
uno, sieto , slete", slete^, y as! suceslvamente. Dlcho de otro 
mode, loG valores de poslcltSn son uno y las potenclas de slete. 



slete ^ = 7.. 

'dlez 

cleto'^ =(7x7) o sea ^9^^^^ 
siete^ - (7x7x7) o sea 3^3^^^^ 
Suponte que quiQ;pe3 cambl^r 12^^^^ en un numeral en base 
slete. Ssta vcz vamos a pensar en grupos de potenclas de slete 
en ct^s de agrupar marcas. ^Cu^l es la mayor potenela de slete 
contenida en IS^j^g^^ slete la mayor? iQu^ pasa con 

slete~ (cuarenta y nueve), o con slete^ (tresclentos cuarenta 
y tres)? Vemos que 3<5lo slete' es lo bastante pequeilo como 
para estar con ten! do en 12^^^^. 



Cuando dlvlcilmos 12 por ( tenen:os; 

iQu6 sU:r.iric-i ->1 > mis arrib-i? iQu^ sienlfica el 5? Estas 
expresion»-»y r.oc Indlc^n que ^^ontiene 1 vez sietc mi.3 

For Ic t-it;t?, '"^uiec « ">5siete- 

Cerci^rut*.? tio que sates cu^l es la poslci6n (o sea el lugar) 
q:;r- corrospoj.a. l.,:::- uieto a sioto^, siete^, slete^, y as! 

^Cor:\o a::^ rox^r^-p'i para oxprosarlc, como urn numeral 



en t^iOv :Gu:ii es la nayor potencla de siete contenida en 



ft « , 



.4 < 



2 

tener.os ? X slete ^ ? X siete + 



^ Tor.LT.os ( 1 X siete ) (o x slete) + 

^5 TT^ ( ^. X uno). Entonces 5^^^^^ = ^^^slete' 

S'ip',>ni>- vr.or'i qv,c- trate de pasar ^S^^^^,^ ^ numeral en 
buGc f^.vcto q>;<? -•^'mIoz ®^ mayor que 3^3 (siete^), vamos 

a hallar cudr.t.ic veces ese numero contiene a 3^3* 

ynrr ror lo tanto, IZk contiene un slete-', con un 
, rt^sto de l8l, o sea 52^ = (l X slete^) +.181, 

y entonces habrd un en el lugar corres- ' • 
pondlente a siete-^. 
Af.ora var.os a hallar cu^ntas veces 49 (siete ) entra en los 
rtJStantos * • * 

49 ) IB'} Por lo tanto, l3l contiene 3 veces 49 con 

^ un resto de o sea 181 =. (3 x*Blete^) + 3^, 

y habra un "3" en el lugar correspondlente a 
2 

slete . 

• ^Cudntas veces entra slete en los 34 restantes? 



•^-c , ' .50- 



T ) 3^ tanto, 3^ cOntlene 4 veces *siete con ujti resto 

de o oea 3^ = (4 x slc;te) + 6, y habrd, pues, un 
"4" en el lugar correspondlente a slete^. 
iQu<5 h.-ibr^ en el lugar de las unidades? Teneinos: 

« (1 X slete^) + (5 X siete^) (4 x siete) + (6 x uno) 



24 



dies 



Tapa 1.13 reapuestas de los olgi^lontes ejemplos hasta que 
hayas hocno loa careblo's t\S solo, y luego compara los resultados. 
" siete) + (3 X uno) - 13 ^ ^ 

^"dl.^z ^ ^^^^^^ + <^ >^ ^"<^) = ^^lete 

?'^dio- = (5 aiote") + (2 x slete) + (1 x uno) = 521^^^^^. 
■•'"^''Wcz ^ (0 X siete^) 4- (3 X siete) + (g x uno) 

^ arete 

Al paa-ir nur.orales del sistema de base diez al sistema de 
bast.' 3i.'r.(i, prtr.-ro s-s selecclona ol valor de posici6n Tn|s 
elovn'io on Mae 3iot.v (es decir, potencia de siete) contenido en 
el nun:ero. Diyidino^ el mSmero por esta potencia de siete y 
halla.T;oo el coelvnt:; y el recto. El cociente es el primer digito 
del numeral cn baae slete. Dlvidimos el resto por la potencia* 
slguier.to Inferior de siete, y este cociente es el segundo 'dlglto. 
Continuamos\iividiendo rostos por las potencias sigulentes " . 

lnl*crlorcs do siete hasta detemlnar todos los dlgitos en el 

EJerclolos 2^6 

U Mues1;ra que: 



,2. Gambia los nuniGrales siguientes por numerales en base sietej 
(a) 12 (d) 55 

* (b) 36 (e) 218 

(c) (f) 1,320 

Los ejerclcios 3, ^ y j te ayudaran a deacubrlr un nuevo me- 
todp para carnblar numerales en base diez por numerales en base 
8lete« . > . 

3, Divide 1 » por diez. iCual es el coclente? iCuH es 
el rocto? rivlde el coclente por dlez. ^Gu^l es- el nuevo 
ooci-nte? ,;Y el nuevo resto? Contin\5a de la misraa manera, 

^dlvldlendo cnda cocier^te por dlez hasta llegar a un coclente 
cero. i,Qu6 r^lacl6n hay entre los restos suceslvos y el 
n\$moro original? Usa el mlsmo procedlmiento con 
123,^:.' ,7>59^^^^. Apllcalo a un n\5mero cuellquiera. 

4, Divide por slete, iCu£l es el coclente? el 
resto? Divide el coclente por slote y contlnua corao se Indlca 
en el e.Jerclcio 3, pero esta vez divide por siete en vez de 
dlvidir por dies, Ahora escribe 52^^^^^ ^^^'^ numeral en 
base sloto y compiralo con los restos que has obtenldo. 

5, i?uf>der. dfscubrlr un nuevo m^todo para camblar numerales en 
base ciies por* r.ur.oralec en base slete? 

6« En todos' los ejemplos que se Indlcan a contlnuacl6n faltan 
algunos numerales. Escribe los numerales necesarlos para 
que loG e.,'or.ploG resulten correctos. Recuerda que si no se 
indica la base, ae trata de la base dlez. 
(a) Sur.a: . £ 7 s (b) Suma: 894 

h 8 . ? ? ? 

? ? ? ? 1169 

(c) Suma: k } Z^^^^^ (a) Suma: 2 3 0 53^^^. 



'Slete * * 'slete 



' ^ ' ^slete 3 1 0 0^^^^^ 



(e) Sum: 2 o (f) Multiplicaclon: 

^ - "siote ^ slete 

)^ J .V ^ »^ 



^ ^ ^slete 

■(g) Multipllcaci6nt 



«> o 



2 0-1^^^,^, 



.2-7* ^ Nx^TTierales en otras bases 

iuecto que acabas de estudlar numeralea en base slete^ sabes 
ahora que ec positlo exprcsar niSmeros en slstemas' dlferentes del 
deciriril^ r^uohoc plen^an que se usa el si sterna, decimal porque la 
bus.? cil-z 03 mejor quo otraa^ o porque el mamero dlez^posee 
propioo>.ri-3 ospocl-ilo^. Mds arriba hemes Indicadp que la causa ^ 
prob^iM- do:- *ro l*\ base dlez es la de que tenemos' dle2 dedos 
en laL^ : :.os* Era muy natural para los pueblos .primltivos ^\ 
cont';i* coordlnando con sua dedos* .Si el hombre tuvlei^ sels u 
ocho dedos, habrfa aprendldo a con tar por medlas docenas <^ por 
grupos de a ocho. 

Nuestro slstema familiar de notacl6n decimal es major que. 
el eglpolo, el babllonlo y otros mds^ porque usa la idea del 
valor de posiclin y tiene. el slmbolo cero, y no porque eu base 
es dioz* El sistema eglpcio era decimal, pero era menos pr^ctico 
por otras razones* . 

Ba bases cinco ^ sels , — 

Nuestro sistema declml usa dlez s£mbolos« Bn el sistema 
de base slete usaate s6lo sleto slmbolos: 0> 1# 2^ 3^ 4, 5 y 6^ 
^Cudntos sfmbolos usar&n los esqulmales para contar en base 
cinco? iCu^tos simbolos se necesltarlan para contar en base 
sels? Pens&idolo un poco, probablemente obtendria las reapueataa 
correctas* ^Puedea sugerlr cu^tos afmbolos se necesltan para 



oontar cn basx.* 



puoatnc. or. ri*upo:i cic :i air.co. iCudntos 
do astos t:r>.;pos r.-o"? ^Cudntao oquls 



\ X x\ 



%^%^* wi.* 4 -m 




tl nur^ural doclrjiil para representor el n^mero de equls eh 
ecte diat^x^'^m^ ^' ♦ Usando los slmbolos 0, 1, 2, 3 y 
4e6ino estari:a represen^ado 1*-'c[ie2^ como un numeral en base clnco?. 
Un oj?quiri'^l, cont'\ndo en base clnco, pensarlat 
r-ty 5 grupos de clnco y 1 mAs, 

^ O ^ clnco) + (l X xxno) 

"dier: clnco 

Kt> <il .(iioiijo cie la derecha hay dlecls^is 
equiG, dir.pi:eGtaa er. grupos dc 'a sels. ^Gudntos 
grupoa dv a s-^ls hay? iCu&itas equls sobran? 
lOomp esoriiirlas -I'-^j^^g ®^ sels? 

Ha:A H gru'pos de scls y ^ Jn-^s, , 




1^, 



dios ~ " sels 

Escribe' diecls^is equls. Agr^palas en grupos de a cuatro. 
iin«?<i-^s oscrlbir el numeral ^^^jj^^^ base cuatro?. ^Cuintos 
grupos a euatro hay? Recuerda q«e no puedes tisar'^el slmbolo 

en base cuatro. A. cohtlnuacl^ se indica una tabla de 
potencias de cuatro en numerales declmales: 

(cuitn:^-^) (cuatro ) (cuatro ) 
(4 X 4 X i») {a X 4) (4) 
(6^) (16) (4) ^ 

Para escrlblr dlecls^ls equi& en base cuatro necesitamos 
(i grupo de cuatro^) + (0 grupo de cuatro) + (O unidad). / Vale 
declr, 1.^^;^ = '^O^uatro- ' 



Co 

(1) 



Co 
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Dlbuja dieels«5l3 letras oquis y agmSpalas en grupos de*a 

grupos tres letyas y que sobra, 

•(b)- iSon ambos nfeerps correspondientes a las respuestas de 
la parte^ <a) dlgltoa en el sistema de base trea? ^Por 
qu^ no? 

(c) En diecis^ls letras equla hay { ' grupos de tres^) + 

(. grupos de tres) + { que sobra). 

^' dlen ~ tres* 

Dlbuja e;rupos do equls para mostrar los numeros corres- 
pondiontos a los siguientes numerales. Luego escribe los 
numeral OS. declr.ales para estos n\3meros. 

-^^ouatro (Q) 102^^^^ (d) 21^^^^ 

Escribe en la notacl6r; de base clnco los niSmeros desde uno . 
haota treinta. 'Smpleza una tabla como se Indica a contlnuacitSn: 
Base dloz 0 * 1 2 3 .4 5 6 7 

Base clnco 0 l ? ? * ? 9 9 

(a) iCudntos trea hay on 20^ 

(b) -CuJlntos cuatros hay en 20 ^ ? 
... ^ cuatro 
(cj :Cu.'5ntoo cincos hay en 20 ^ ? 

, . , ' clnco 

(dj iOuantos sels hay en 20^^^^? ^ 

Escribe los ejemplos slgulente? en notacl6n desarrollada. 
Luo^-.o escribe el numeral en base dlez para cada case, 
como se Indlca en cl ejemplo slgufente, 

""^'^clnco <^ ^ 25) (0 X 5) + (2 X 1) « 27 

-^^^sels . (<^) 1002tre3 

^'^clnco ' ' i^) 1021,^^,^ 

Escribe los slgulentes numerales defclmales en las bases 
sel3, clnbo, cuatro y tres. ^ Recuerda los valores de las 
^potenclas para cada una j3e estas bases. Observa el ejemploj 

■^dlea ''^sels ' '^clnco " ""'cuatro " ^^reg 

.^W ♦ • _ (a) 36^^^^ / 



• T* 6Gu^l ©3 el menor n^mero cardinal ^que se puede usar coW baae 

pnvH un slstbrna c3e notaclon? 
♦8^ Efectua lois slguientes cdlculoat 

(a) Suna= '32j„^.^ * 

(d) Resta: l«3,i„<,o " ''-"clnco- 

t 

- (e) Multiplica: ^^^^.^^^pq- x 3^,^a^tro* 
(r) Multlpllca: 121^^^^ x 5g-eis» 

/ 9, PHOBLISMA DIPICIL. Construye un slstema de .numeraGl6n andlogo 
al d^oinial en el que se usen los siguientos slmbplos: 





valor decimal 


nombre 


0 


0 


• do 


1 


1 


re 


A 


2 


ml 


:^ 


5 


fa 

* 


• 10 


k 


re do 



Escribe loa numerales para los nifimeros desde cero hasta velnte 
en est^ slstema. Escribe Ids nombres correspondlentes en 
palabras'^ usando ^Mo^ re"^ etc* 
,10/ PROBLEMA DIFICIL^ .Usando los resultados del ejerclclo 

anterior, completa las tablas de adlcl6n y multlpllcacldn 
Indlcadas m^s abajo* ' * ^ 





0 


1 


A 




X 


0 


1 


A 




Q 










0 










1 • 










1 










A 


J 








A 































Claturr,:ia tlnar.lo y duodecimal 



:-K.v o^ria do3 dblS^'S do Intor^s Ci;p-?eial.* El sister.a do 
I ta:-:'-> dec; ^rir.tl-in Ila4T.ado binaric, se usa en al^unas mdqulnas 
c-il.«i.lviorur; mouerniis de -il'a vclicldau. Estaq, calculadoras,, 
ll-ir.'i-ric 'I v.-c:'.>j ir.correctan:or.to "corvlr^c dectr^nlcos", usan 
la taav aaa eomo nosotros usamop la baco dies* Ei sistema de» 
t*a::c o,oce, ^arr.li^r. llainado siatema duodcciraal, ejs conslderado 
por :iliV,.r:D3 CO.T.C v;r. sict-ma do notaci<5n r.ds' ventajoso que el de 
bauv dl .;:, ^ . > 

L-.G hi»':t.^rl •«dores rioo hablan de putfblos primitives que 
u:3:ilui. vl cin:..,r.i' Mnarlo. Alcur^as trltus australlanas cuentaa' 
aun p-r pWo, "'-.riO, dos, doc y uno, dos dos, doG dos y \.no", j,- 

K'; 3lQ*.em:-. tlnarlo forr.n grupon de pares dol ^ 
r.:;.T.-. i:.vil.r-^i^ aqul,.a 1& deredha, con las, [xj 

tV'.'ii vqi.Iw. :.0ul^4tos grupos de dos letras haj*? 
iC^.-lnnai^ -q\;i3 lira idas qued^in? Tros oq\ils slgnlflcan 1 grupo 
d-.- v5or. y ! rni;:. rl*; la notaoi6n blnaria ol numeral 3^, se 
vnt-rl t ! ! . ' « 

La r.ur.or'jaion on el slctema binarlo emplesa eomq sigue: 



r^umo rales doclmales 


1 
« 


o 


5 


h 


5^ 


6 


7 


8 


.9 


10 




1 


10 


11 


100 


101 


110 


111 


0 


»9 





i05i4ntop slmbol-^s ne r.occsltan para oxpresar numQrales en base 

dooV "Observi juc- ol numcra,l ^01^^^ representa 'el niSraero de 

d'?doa ur.a r-.-ino. iQu^ referesenta UK ? ^ • 

• dos , 

♦ ''il^-^.. ^ (i X doc"-) ^ (l x*dos^) + (1 X uno) » ^ + 2 -i- 1 « 7^, 

^.'Corii.irXav^ ^"^^^^^ en notacidn blharla? iCdmo escriblrlas 

^0 v:. riotaciSn blnarla? Compar^i 'eete '-•jmeral con 10K . 

• * . dos , 

Las calculadoras modemas do alta velodldad funclonan 
vl '-. ' r-inn-f-nt.-, Una Have el^ctrlca slmp.le tlene solamente dos 
porieh>;.os, la posicl<5n abierta y la posici6n cerrada. 'las 
maqulnas >alculadoras de altk velocidad usan esto's dlsposltlvosj 
ter;londo, p>jc-3, 3<5lo dos po8lclone3 para cada clfra, usan el 
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2-8 



oooo 



Flgura a-8-a 



© o © o 



do3^ 




.dos^ 


'*dOB^ 


uno 






2x2 


2 . 


1 




8 


4 


2 


1 



alstema de notacl6n binarlo* 

Uaar^imos el diagrama' de la derecha para 

repreaentir una calculadora. Los cuatro 

clrculos representajTi cuatro luces de un 
. tablero; cada luz correspond© a un lugar en 

el slstema blnarlo. Al conectarse la 

corrlente, ee enciende la luz, lo cual se 

indlca en la figura 2-8-b asl . © . La 

flgura O corre^jionde al slmbolo "1". . ^ 

Cuando se desconecta la corrien^e," la luz Figura 2-8~b 

ae apaga, lo cual se indlca asf O en la figura 2-8-b. A 

este dibujo correspondo el slmbolo "01'. El tablero de la 
^ flctura 2-8-b r->pre5enta el numeral binario 1010^^^^. ^Qu^ 

nur.oral doc;r.:tl reprosonta este numeral? La'tabla^de la 

derecha muestra 

los valorecj de 

posle2<5n corres- 
.pondlentes a Ids 
.cinco prlmeroa' 

lugams yn base doo. . - ' 

. 1010^^^ = (1 X dos^) + (0 X dos^) + (1 X dos^) -f (0 X uno) * 
- (1 X 6) + (0 X 4) 4 <l >c.2) + (O X 1) • 

10,, ' V 

dlez 

Slstema duodecimal . . 

^ En el sisteraa duodecimal, o sea de base doce, agrupamos por 
docenas. Por eaemplo, una docena de vhuevos", una docena de man- 
aanaa o una docena de laplces. Doce docenaa ( 12 x 12) . se llama 
una grueaa. Las eacuelas, a vecea, compran liplcea por gruesaa.. 
Las dlec^a^ls equla que ae Indl^an • 

' a la derecha -estSn agrupadas asl j un grupo 
de doce y cuatro equla aobrantea, Escrlto 
como un numeral en base doce aerla, 

^^dlez - ^ ^oce) + (4 x wio) - 14.^^^^ 

_ Dl6uja* velntl Cinco equla en un papel. Tt9Z& wi* cli»culo • 
alrededor de cada docena, iCuibtos ijrupos d6 doce h^iy?" iSobran 




X X 



en notacldn duo- 



0 

doce* 



dec4.mal^ ^ror qu^ cGte pumero 30 escribe *21 

Para escrJLbir numeraileo en base doce hay que Inventar ' 
nuevos slmtolos tdersas do usar Xoa dlez slmboloe del slstema 
decimal. ^Cudr.toc simbDlos nuevos se necosltan? Para* la base , 
doce hacen falta doce slmbolosj es declr, doa mds que en el sis* 
tema dooinal* ?oder*os usar la letra "T" para indicar dlez y la 
letra "E** pnra indicar once oomo se muestra la sigulente tabla: 



da«se cll^ti 


0 


1 1 




5 


4 




6 
6 






9 


10 


ir 


is 


15 


\^ 


r — ■ 
15 


16 


Base do CO 


0 




*^ 


5 


4' 




7 


8 


9 


T 


E 


10 


11 


12 


7 


? 



Obscr-,'a q^-s es simplenerite otro tnodo de escrlblr 
^^dies* ^* ^'^^^ escriblr H^jiez* ^Por qui 

esck^e eomo 10^^^^,? Tara escrlbir igs^^^e 

notncion desarrollada, tenemos que 

lO..,!.,-... = ( 1 X doce ) + (9 X doce ) + (3 x uno) , 
= (1 X 144) (9 X 12) + (5x1) 

•"•••'dies 
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Has una tatla para representar los numeros desde cero hasta 
treinta y tres en el slatema de base dos^ 



Base dlez 


1 


2 , h 




55 


Base do^ \ 


1 


1. 









Copla y eompleta la tabla de sumar para 
la base dos que se muestra a la. derecha* 
iCu^ttis son las sumas elementalep? 



Adlcidn^ base dos 



3. 





0* 


1 


0 






1 

1— — ; 







BSfi^leando la mlama forma que •la del ejerclclo 2^ haz una tabla 
de multlpllcar para la base dos* ^Cyil es el numero de 
productos el emen tales? Coteja ahora estas .tablas* Segiln tu^ 
coniparaoidn, ^es facj.1 o dlflcil trabajar con el slatema 
blnaWo? •Ejqpjllca tu re|ipuesta. 
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~ Escribe 1^3 aiguier.tes numerates binaries en notaci6n , ■ 
deaarrpllad:* y li^ego notacipn de base die^: 

Bacribo t^n notacion duodecimal los tres mSmeros que siguen 
a veintiuno. ' . ^ 

i'ura escribir HTC^^^^ en notaci^n desarrolla<?a, tenemos; 

'^'^doce "' ^ <ioce'-)^ -t- (T x doce) + (0 x uno) 
Para oGoribir HTC^,^^^ como ur. numeral decimal tendrlamos 
prlm^-ro q*.,.- -cjrillrl; so;no 

^ (2 X U-) •^ (iO X 12) + <0 X 1) 
iCxxAl al numeral decimal que rep. -sent-! 210^ 

Escrito l3s nur.er'iles alguiontes en notaGi6n deiarrollada y 
^ doce doce 

Sufiia'ioi; oifctuientes nur.oros expresados en notacl6n binarla. 
Veririca Ips resultados, expresando lbs niSmeros de los 
ejercicioo las respuestas en notaci6n decimal S\3uman</c en 
la fonr.a usual, ^ * 

(a) 'O'aos (b) "0^^3 (o) 10110^^^ (a) ,on,^^^ 

hesta los -sigulentes ni5tneros en base doo, y luego verlfica 
los »resultados cono en el 'ea'erclcio 6., 

M ni^^^ (b) no^^^ ^ (c) lon';^^ (a) 'nooi^^^ 

-Cuando se opera clertas calcui adores* de alta velocldad, 
es necGsarlo «xprej»ar los mSmeros en el sistema binari^^. • 
Ca*»bia a notacldn blnaJ^la lois slgulentes numer^les decimales; 
(a) 3t> . (b)- 12& (c) 12 (d) 100 
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lU Suina y rv^ta I03 sigulentes numerales duodecliaales* Verlflca 
yvivii t^idos, vxpreoanuo l.u nuir;eix)G en notaci6n decimal y 
surondo y r-^stando en la Toma corrl^rite* 



Min ^Qu^ ventajas y desventajas, si las hay, poseen Ics sistemas 

duodeclr.al y blnarlo con spec to al slstema decimal? 
13* Eccritv los n^l^r^eroa slgulentos en riOtacicSn duodecimal: 

1**. PRCEIEMA DlrlCrL* Un inspector do pesas y medldas lleva una 
eolecol6n dj p-^r.*in quo us^^s para^ vorificar la oxactitud dt: 
las talai.nas, I^iversas pesas se colocan sobre una balansa 
parn vorlt'lcar la exact! t^id al pesar una can ti dad que varla 
deijde 1 hasta I6 onxas* Kay que hacer varlas verlflca- 
cloTies porqu^i? ur/a balanza qu*:? mlde correctamente 5 onzas 
P'.0'>^, por d! v-rGtt3 razones, ser inexacta al medir 11 onzas 

O 47I<!jLS « 

Halla el mfnimo numero ae pesac, asl como su peso, 
necesariao para veriflcar balansas desde 1 onza hasta I5 
ofisas* Kaila el mlnlmo n\Smero de pesas, asl como su peso, 
rv^^cosarias para verlflcar balanzas desde 1 onza hasta 31 
onzas* . 

I*;,, PROBLEMA DIFICIL* Al trabajar con mdquinas computadoras de 
alt a velocldad resulta a veces convenlente expresar los 
numeros en el sistema de base ocho en lugar del slstema de 
base dos* Se puoden hacer converslones de un sistema a otro 
muy ripldamente* ^^Puedes descubrlr qu^ m^todo debe 
utilisarse para estas converslones? 



I:aa uK:a. tu:.!^ n;.r.er:ilec c?omo ir.dica rnds aba jo; 



1 « 



In 



uo; 

1 

10 

10! 

« 
« 



Corr;pui- iuc pot.--.r.ci tv D-t.o dos nasta 2>u. Estudla las 
po^or.claa y 1- *.:icla ar.terior. ^Es lOIOnOlO. =l - >» 



2-9. Rep'ir.-'r: 

HI dl.-. :--:r. J d-.clr.-^l es ei resultado de los esfuerzos del 
hor.br.' a;,rit/.u- ::.ll-3 :io a:.OG pira descirrollar un slstena de 
notaoi^n ::o p--rr-nto, pero tlonc- vontajas do que 

carvuon oLr-. j .^li;' .--^^5, Hn eate capltulo hao estudlado algunos 
de loo Gi^:tvr.-j -ir.tit-uoa, loo cuales en su tlerapo represeritaron 
tremend , .>r. 1:^ hlritorla del hombre. Tamblln has estudlado 
slstemac b.u;..r. cijf orentes de la usual. Has estudlado estos 
sistcraar, p ir-: >: - r.-'r ur nio.^or entendltr.ientq del slstema usual. 

El t..:t^i,Uar o*roc jisteiaas te h.i -nsetiado que un mlsmo 

ni5inero pued-^* o.-r e.x5)res:\do por numerales dlferentes. Por ejeinplo, 

se puede escrlbir doce como OIL, XII, I'^^j^^g, ^^slete ^ 

^'^'^doy' 3i.iG0Glvar.ente^ Estos nuR>6rales no son Iguales, 

sin embargo repr-G??nr-an el mlsmo nuitiero. .Los sltnbolos que usamos 

•no son en ci Kilsmos numeros. "XII" no es doce cosas, nl tampoco 

^®."'^doc-"* simplen^nte dlferentes numerales, o sea slmbolos 

pat^fi doc". 

A vec'.^c conrundlmos ni5mei\5o ,v numerales. Un niSmero es una 
Idea, rnlentra? que un nunernl es un Glmbolo para ssta Idea. 



dcrlltrvuu Zl LorraT.o:: el reMrimoc ol numeral, pei^ 

no ^.K^ztr^^tTXOz el rvjrni-po. 1\* ia r.ism manera, la palabra ''lap! 
t.Q lo rr.I-:r.c :r-"^ *:^1 "^i Joto quo ticr.oc on la rr-aiio cuando 
oac Tribes pap-^1^ 

Poalblumcntc lOo egipcioG no go aleror. GueT;ta que 
Gu nictOTT.a do notaclon estaba basado erj dies* Para darse 
cueiita vie esto tendrlan que haber sabldo vi;*o poalble usar 
otra3 b ijoj para un Giuter.a do :;ur;eraclen* 1\; cabes e^to 
ahora, y apr^-r.riisto tamblen qno poaiblo isar oualquler 
ratrr.ero ctardinal mayor que ur.o c::ir.o base* Aleunos de estOG 
GistemaG de ba5o diferento de dies se usan realr.ente. El 
cictcrr.a ii:.aric u3a lac rr.aquinas calculadoras do alta 
velo::iaad. tu-r.o, Gin oiabargo, quo sopas que una calcu- 
lador*i de altii velocldad no un *^cer^^bro'\ Hg mas blen 
un *:?Gclavo dv.al*:a velocldad que ^.^^ce Golatnente lo que se le 
ordena* lc3 C'llculos rapidoG con estas m^q^^^inas son poslbles 
p::!^T:.'~* -^ll'-r r:^.\it^nan n I'i v<^locid?^d del flu Jo de la electrl^ 
cliad y t loner, ^rran "momoria** para almacenar Iriformaclon^ El 
hor;tre r,a Gido capaG de Irventar maquinas modernas de alta 
velocldad para calcular p03rque ha Inventado la mancra de 
v^Gorlbir loG nuruoroG quo go UGan en el funclonamlento de 

ElorclGlQB 2-9 

!. Art' . p . - I .--«inu iayri3 obllcuas {////////////////////) 
p rr.jatr-ir loy v loi'OG dt- poslcidn en cada una de las 
• ir.ciic.iiaG a continuaclon. Luego escribe el numeral 



»v.pr->Gor.l:i vt-lnte para cada una de caas bases. 



(i) 'Jlr.'jo (b) siete (c) diez (d) doce 

Loj r..i:r.'-;rilvvi q>ie se indlcan representan al numero quince 
or. iiverc^'. t-ar.oG, Kscrlbe la base qi^e falta para cada 
r.\irr,eral. 

(.0 15 . (t) HI o , (c) ?0 (d) 1111 ^ 



u:;ax»il.o los olculentoc nurr.orales on notacidn desarrollada 
y on jiotauidn dcclniiilj 
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! T f 



^ ^ T T T 



^^•or nayoro3 q*,;i> c^ncucntai y nuevo los babl- 
: .r. I^^c rr.icinoc clr.tjloc ii.dicados^ nias la idea 
l/ r V * ! ^r., L*. t\^r-:.* a*^ si 3 tenia era muy grande: 
\\ . ; . ..:rro ac:cir.ai^ el primer lugar 

pr :.m;, auX f ! T signlficaca (59 X 0* 

' ^ T ! I 

c ^rur.du^ i;;r vi- :;enla -por valor Gocenta, as! ^Tt t1 
L'^i.::*: . (^If >^ at^aonta) (|| x una) 
(:u A ^0) - (2 X 1) 



1 


2 

seseiita 


sesenta 


uno 






60 








1 


^ 









(n) Mr, ioa prir.oi^n tiompoG Ion fcablloniOG no tenlan un 

.^fr;t «lo par% core* A vocon dc\*aban eDpacios vaclos como 
P^r v; r;pl.. en | | • Hi lector tenia que adlvlnar^ 
.:-r*,r. i^sontldo de lo ^^cicrJn , si el numeral t T 

'rii^Ah^ (I 4- f ) X ^^no 
^ ( I K a%-Denta) ( f x uno) 
o (f X sesenta ) ( f x uno), 

i\c:tvlLu numeralos decimles* pnra el mineral babilonlo . 

T T 

(i ) •. ri'?r:'e r:v>s ;i*> una Interprotacldn poalble el nximero decimal 



- ( IT - ...^) > iill X ? ) V X ? ) 

(a) Kacribe los r.-;r.or:aec docir.alc-c TC, 111 y 4,000 en 

liO.iaeidr. tCitilonia. , 
(o) Kscribe -^f +TfT como un numeral babllonlo. 

ai el Discurso lylr.coln eji Gettysburg, se usa ei t^rmlno " 
"cuatro velnter.as y 3iete'\ ;De qui base se trata? Escribe 

a. .\^r.oraol6ri usa Ion sfr.bolos 0, A, B, C 5^ D 
p-tr-: r"pr'>3-r.'-,ii' Ido rrJmoros dcsdo c6ro hasta cuatro, m£s el . 
vui,»r iv pvi^vjJ ol5r.. SI estos son los tanicos slmbolos que se 
uc,u\ -j;,: ciw-err.'i, escribe el n^iraeral^ decimal corres- 
poy:-!--- ^' r A 0, 

un r.u"rci\. base dlen eonslste en tres digitos, 

J, ■. :: o!:ro, os writes en este orden. Si estos digitos se 
In.Ivrtvj. :.unoro resultant^ se resta del wjmeio original, 

V.V- ' t: -r. recp^or:*:.'! q;;n consiste aun eh los mlsmos 
Ji^::!,::j il.:pi. ;j^.c.a :>r. cracr, dlrerente. iCual es este 

.'.•'.CrLI'Z-tA :";~?rcri, Suponte quo un slsbema utilina las letras 
mnyuscMis del alfitoto .(A, B, C, Y, Z) como' slmbolos 
p iV i J. .rr.. i-a-.>s, r.as ol valor do poGicl<5n. La letra "0" se 
saciA de poGici4n habitual entre My y se utlllza 
fjor.o sfr.l .lu del coro. ^Cual es la base para este sistema 
d" :...>'.:jci6n? i';^^6 nunioral decimal esta representado por 
"b K" en esta baLO? ^Qu-^ numeral esta representado por 
"T a' 0"? ;Y por "P 0 U B"? 

Pf;OBL.H:-lA DIFICIL, ^ Hay varias maneras de pasar numerales 
oscrir.^G on otras bases a la notacl6n en base dlez. Un 
estudi.:\ntc sugirlo el slguiente mltodo s 

^J'-'^-P^ • A. -:Jar:biar por la notacidn on base" dlez. 

?yoi.;t,o Ka,v simbolos de mas en base doce, ^e multl- •• 
pilox (*-: y ^) y se suma el resultado a ^^^^i^-. iPunclona 



t?:;t.-^ r.o^^Ni . p^rv. -v^^^^? ^Eg oste metodo corroeto para cual- 

qsi^^r :.Cxr>.'ro aos dlgltos oacrlto en bas%^ doce? 

KJ>^r::pl ; -tc ^r ^* -leto ^ fcase dies* Pueato que hav 

ulra li ..^ r/.*r.oc>^ tTjitipllca (3x4) y se* resta de ^ 
j.r'-^i.olo^^ \^rto motoao para ^^-^^ ^^^^ correcto 
*^nt!: r.^^touo par*! cualquier numero ide dos dlgltos escrito en 



Gapltulo 5 

3-1. i.-u;n>?^*OvH n'l^'^r'il'^s * 

Los r.uneroG naturaies son l^s numeros que se usan para con-, 
testar a la prw.r.ta "iCuantos?" El hombre prlmitl.vb desarrolld ' 
la Idea de numero c'nn la practica de hacer corresponder obje'tos 

0 co3'i3 Jin conjunto, a ot jetos de otro conjunto. Cuando el 
rula;.o j'^ ur. pastor cilfa por la manana, podia ^ste ir amonto- 
na* Jo ui.ii pleira por cada una dt.> las ovejas que salla. Al volver 

01 r:-La:.o po-' la ^ara-,, podia retirar una pledra del montd'n por 
cada Gvc.'a volvla. Si no sobraban pledras al volver la ultima 
oveja, attla ^:^1 paa'::or que todas las ove.tas i^ablan regresado*' De 
la misna mar.-ra, para contar el nur.ero de anlmales salvajes que 
nahla n;'itacl: pMla haocr marcas t^n un palo— -ma roarca por. cada 
ahlrr.al» Al pr ..-ur.trtrcelv? cu^.tos anlmales habla matado, podia 
:r.Oijtrar ;aa rtareac en i-1 palo. Con 'esto querrla declr que habla 
tnatado tar. •u'.irr.alecj z^mo marcas habla en el palo» Asl, pues, 
vi t.on;i i^-« 'ti'titala dt; eontestar a la pregunta "iCu^ntos?" estable- 

, clonUD una o<-r:"vapondencia uno a uno entre los anlmales y las 
rr;arcaj >-l p-il:-, ?ar.hi^n trataba de establecer una correspondencia 
uno a uno ontr-? las pledras del monton y las "ovejas en el rebailo, 
Coji xa rrase "correspondencia uno a uno" o "correspondencia 
blunlvoca" so qult^re declr que a cada pledra le corresponde exacta- 
mente uH!! oveja, y que a cada, oveja le corresponde exactamente una 
plodra.^ E.:tc sign! flea qu6 *el numero de ovejas es el mlmq que el 
sriuraoro de pivniras, ^ * 1 *" 

Alg'inos nihos aprenden el signlflcado de los niimeros al contar, 
ha'»*lcfndo corrospondenclas uno a uno como se ha descrito antes. 
Exaralnemos dl versos con Juntos de ob- 
JetoG coir.o los. do la flgura ,de al 

lado. Vemos que 'hay cierta propledad que poseei) estos conjuntos, 
Est.a pr-j'pl'^^dad puede describlrse diclendo que hay "exactamerite t 
tantas" marcas on conjunto como en el otro, Xkia. correspon- 
dencla uno a uno entre los conjuntoa puede Indlcars.e unlendo las 
mircas con trasos, o llneas. Cada raarca de un conjunto se une a 
una marca del ptro er:nJunto. ' No se deja de lado nlnguna niarcst -fen 



Kata ^jrr, jpj:. : * * ^ quo K\v ''ux^ic tamouw tnntao^' 

narca;: n.^^k* v orro, p^^rxi no noG dice "cu5ntas 

Aroi"t; ;:. i.j . - « r. ur; vr..Rjui.to pfttr6h que podemos usar 

p-.r-. -ypn- :v.r ->l J.-tQc h.-^y" o "cudntas raarcas hay" en. • 

pvHda uxiv* ri.- lo:-: <y r;toij, Tambi^Sn se puede usar este conjunto 

pnri j>, . . oiur.cr.top en un conjtinto como en el 

oti'o*, -v.i p .vroi; oi? .?i do 16s numeros « natural es, 

^> , ... . '*un 1-1 ;'it;''i*a adJunUi 

e3t.:I 4)!: •.-.' o 'r. ..r.H iuiT„>aponUo!icia 
uf;o -t • I .or.'^nto d-> nuihor^ilvc ^ 1, 2, 3, 'El niSmero d^e 
nutr «•••.; -I r.i-r. J ..i numoro reprosontado por el i5ltlino 
ni.r: r d ; ■ c*;.,' .:c i;;;;:ioivileG. Kste tlpo do correspondencia 
•.MO i v:.^r. r.traac y el -cor.Junto de numerales nos dice 
qu>,- -.I r.r oa on un conjunto como en el otro, pero 

> I •->.-. :I • '\: .-Irit-in" mrcaa hay en cada uno de los cbnjuntos. 

I.'i r. ;r.-t'-t -i '- t-aoo nijnieroD para contar es tan natural 

•r^-- r."p.;roc llr^nan Iog "numoros naturales". 

Con/ r^^-'irvo-i v';- que- nuestr*o primer numero natuc&l sea ,1, ' 
.31 a*-.: j i;:.v}a r -r rlrr.oc. al con.junto de todos loa nuineros 
. r>*'*--r ii \- ±1 £2I2.» ^^ritonces lo llamareraos el conjun^o de 
lo;"< "r;ifr'^roc! -'irdin»lvr". ' * - 

EJorclclos 'j-i 

l»- Re:vT-.pu lis" .v.,r.vraleG niguientes de tal raodo que los niSmeros 
quo rvpr»,>3er.tar. est^n en orden de magnltud creclente. Pen 
cl r..'"n po7,;o:.a il prlnclplo; ' 

) • *i 1 1, :5 1, 0 + >3, 1 + 6, 5 ^- 1, 5 + 5 
(vi) H', X!, V, VI, V3T, VIII, X, IX . " 

^3lv'-.o» "'Vletti! **5lvte* Isiete* ^slete' ^Blete» 




.;Ou^lca Icn :vlT.eros^ roproGontados per los numerales 2, '5, 

y ono^^v , ' 

V.O!:.o p^vTvr. •:lrpor:*^r £^ n;arcaG tal modo que se pueda 

'K^clr *^n*.:is hi;;, ci'n :ontarlau? Bixplica o lliastra tu res-^ 

hea^rup^. lis r^aretxc siguientes de tal modo que se pueda de- 

(^0 • : i- ! n I I I 
(I.) > - 

Kxpllo^ doi? rr/ir.;*r:^^ ae hallar el n\5mero 

•i. pN.-!.oj It ri^rura adjunta sin con tar* 

Ti'ui^i u *; Vvrig,;:ir el nombre del primer nuiaero natural en otras 

1 .-iC. (r>tn^v>r, In^^l^s, alondn, ruso, etc*)* 

Al nti^r :1 n\1r*ero de puntos de la figura se ha cometido un 

* * i **. -V* * * , * > A ~ ^ w o v>rx*or « 




4 : ali-^^ln i-Tror al contar el numero de equls en 
; £:i 1 1 r^apues ta e£> g1, 6<^^^1 el error? 

_rv ( 5) « © ©® ® ® 0 © © © 

n .p -.r.n- r ur. ventiido Id* boletos y que el prlmero' 

II •v t^ l jb..^rlro ol numeral dos* ^Cudl es el numeral esorl1;o 
* 1 ? si todos se vendleron en su ordfen" 

El propl-t>:irio un cine desea saber cu^nta gente estuvo 
pivsvr.t-? er* la r\mcion do la\noche anterior^ Saij?e*que el 
prirt^r boltito vctaba marcado^con un 27 y que el iSltlmo^ 
boic to lU> v*\tn un 8l» iG<5ino llega a la conclusion Me que^^ ^ 

p-^rnon^s concurrioix>n a la funcldn? aEs su conclusion 
eorr*"^ot't? * * * 

Ji^v Nr. ^ correspondcncla uno a uno entre el conjunto de 
P' prvn- n^>-s en una habltaclOn y el conjunto de pares 

J^^ *p ir -n*v^3 t habltaclOn, entonce?? hay una correspondencla 
•io;; *t cjitrv' el, conjunto de los sapatos que hay en* la 



Lv. q ;'> a-^ 1:. i^.- j. . j:.'Ll»;uaol;5n ilystra una correspondencla 
nno -t i.-o ont;r.r Icr. r.um^iros . y los numeros 



- \ ~ 'i 7 • : C^ . ; . 



5-^'* t'ropl'>d:^av^a oor.r.-tatlvas para los numeros cardlnales 

Si tIc-r.-,-c -rv;.: r.ir.^anac en nn cesto y pones dos m^s, entonce 

■ '.a 'nfcro t.^-.l iono cur^undo 2 a 3. Plensas en 5 + 2, 

31 hubier:ic. urnp-^-', :c -.-or. dos inannai-jas en cl cesto, y puesto 3 

- ^"^i"* :vl~^';'G do inrinrrana'c on ol custo se obtendrJa 

Kunands . 'J. r^n^irlas cntoncoo en 2 + 3. E3fi ambos casos 

♦V..- vi;: i'.-- * -..-H.- :.nar5Lr:;nas on cl cesto. Podeir.os ~ 

•■>ni. «n -•••c 'j-rlclr. _ - 3 -j + 2. 

El ;viv-':i»^ irl-r^.^ulc'j i.a lojfcio dos niimoros grandes que 
u-^t tn r. .lutT^np nr. comprendld lo que el maestro dijo 

n>rit.o . r^'ir-r r.':!r;c-r->. Hscrlbid, puss, el segundo niSmero 

y p: ji< a: ~:avotro cr^.' iv.pi tj.n-n el pr3m« r numero. Cuando ^ 

4st- rop:!t.j ^ nfeoro, el 'jlumno lo escrlbl6 debajo del segundo 
mm- v • .j., -js .-rit irl.< onclma. Si todos los alumnoa 

nici-jran : l-t.-> .jurAc, iolitfnard este alumno el mlsrao i^esultado 
quo 1 t: rs->r;aw'l 

KI r.Jr.v -3.'r::io: ::-'i37 Los otros escribldron: 6254 

■La Idc-:i .j-a; icutrimoc de comentar se llama propiedad con- 
n-.-^.tat.i .-'t v!v ^ adio 1 6n para los ni3meros cardlnales . Qulere 
doqJr que :rd^n en quo suraamos dos ni5meros no afecta la .eunsa. 
La pal:dri proplt-'UKi 03 ustida aqul con su slgnlfJcado hab-ltual, 
. '^Ig-.^'T''-' p»^rtrnoco a ia opf-raclon de sumar: 

.-,1 os 7 6 4 +" 3 « 7, 

•> a^irr.ado -il 3 os J 6 3 + H m 



^oi- lu tarit.:?, pbur^rriJj uscrlblr ^ } ^ ^ ^ Esto com- 

pru ^ba la profi^ir^'i ^t^nru*.^*:! 1m ^dii^ldn para '^Dtos dos 

^ Prop dad U ^ ^ ^ reprt^avntan - numeros cardlnalea > 



En el ♦^JemplL :u;':%:rlcr a b . os 3» * 

La ntiilMpll^a^l V- : tru op-^r-iel^n qiae efectuamos con 
num^l^OG^ ;Hxi3t»? Mr,M pr.pl i^drnd :\mu tut:lva p!tra la multlplicacioia? 

« 

5i;p-^r«.-i*-. •r«-' ' -r. r.oc cliioo rUas ce rlll'^c cor. 5 slllas- 
en c^uri Cp:^r .: u: ,;r't que do>iviI:aoj curnblar el arreglo ^ 

pHiVi h:*.*vr * r-c ril^c n ^ slllas t^ii oada rila* ^Necealtaremo^a' 
m^G wKl'^a Iiw r..:> yii tonomosr i,0^ por otro lado, *sobraran 



««««« 



5 r.'laa dc i;* cada^una: 3x5?= 15 

Ax apr-n r-'T 1m tabla de raiiltiplicar te dlste cuenta que 
7 k ^ f^: y A ^ .3: ♦ Del mlsmo modo 9 x 6 « 72 y ' 
6 A 9 « 31 lw>a nu::;v^roa Gon los mlsmos, los productos son Igua^ 

^les, eu:\l ;i:i vjn :u** -''^ orden en qise so oscrlben estos nutneros* * 

Esto^ oj-^mpion Indican que hay una propledad conmutatlva para 
la mul^lplivVai^i^i;. Kcta p?K)pledad Qonmutatlva de la multlpllca - 
^;.^^ ^6n ^ara los nur.^^rog cardlnaloB dice que el producto de dos 
ntjmeros cardinal el mlsmo sea cual fuere el orden en que se 
iftultlpliqu^^TU Enunclamos esto del sigulente modot 

Fix^pledad Si^ ^ ^ representan numeros cardlnalea ^ 

entonces a x to « b X &• 
Podenos un-5r f^rtta propledad para d^^scubrir los errorea que 
hayamos con^tici^ al multlpllcar dos, n\5meros. Hemos hailado esto^ 
productos: 

• \ 



600 

En este.cilculs la propiedad conmutatlva nos inuestra que hemos 
corr.etidc al r.encs error. Halla todos los errores. 

Tanto er. ia propledad 1 como en la propledad 2 hemos 
usado lepras para representar niSmerps. Esta idea de usar letr^as 
para representar nuneros cualesqulera al enunclar princlplos 
generales es una parte muy iStil del lenguaje matemdtico. A veces 
se produce confusldn entre la letra K 2; el slgno de multlpll- 
- cacl<5n, per eso -asar.os a nenudo un punto alto (•) para *lndlcar 
nultipllcacion. ?or ejemplo, podemos* escrib'lr 4 • 3 en lugar 
'de X 3 y a • b en vez de ' a x b. • \ ' 

Se usan en efecto muchog- simbolos para slmpllflcar la 
escritura en las r.atem^tlcas. Se'puede usar cualquier slmbolo 
si convenir.os "priniero en su slgnificado y siempre lo emplea^nos 
con sse ^igniflGado. El uso del punto alto es un buen ejemplo 
de esl-e convenlo. , ' 

En materr.^ticas deoimos a menudo que un nuraero es mayor que 
otro. Para sinp3.ificar la escritura de la frase "es mayor que" 
usamos, el simbolo *' > Asl, expresamos que "5 es mayor que 5* 
simplemente escribiendo 5^5. Para Indicar que "a es mayor 
que b" escriblmos . a > b. En forma semejante, usamos el slm- 
bolo " * ""para indicar "es menor que". Por lo tanto, esorlbimos 
^ * 7 en vez de "4 es menor" que 7". . Observa que en 'ca<3a 
caso el v4rtice de este nuevo slmbolo est^ hacia el menor de 
los dos niur.eros que 3*e coraparan* « 

A veces queremos Indicar, simplemente ^ue dos n\Sraeros son 
diferentea, Sntonces uaainos el slmbolo " / " en vea de "etf 
dlferente de" 6 >o es" igual a", Por ejemplo, 5 / ? y k / 0. 

Al comparar tres nilmeros cpmd*, por ejen^plo, 3, 6 y 11, 
poderr.03 e^fcribir 6 <-n 6 .n.> 6 > 3. Obseyva ^ue la 
expre3i<5n 3 ^ 6 < 11 en realidad reeraplaza las dos expreslonost 
"3. es menor que 6" y "6 es menor. que 11". 



so 



-73-* 3-2 

• ■ . ■ } ■ . ■ . 

SJerclclos 3-2a * , . 



(a) 




^ > 5 + 3 


{A 


'ouatro '"cua^ro -""cuatro 


13 


{') 


^" - ^ *■* (2) ?15 


462 a 4d2 +315 


(<i) 


— : - ^ - ^ {^i 5 > 


3 > 10 


(e) 




2 » 2 + 8 


(r) 


' * = - - , ■ (1) 6 51 


+ 367 « 158 + 763 




* ^ 3' * (r.) SI 


16 >-,7 ,y 7 >'5, 



entonces 16 > 5 

,2, 3.;r:a J i^%l;r. expresiones, y l\iego utillza la propledad • 
Gorjr.-!:a\ivi p*^ra V'?rifloar la sur/i; .9 ' . 

3* Hr.pl •-.v'lr.Js l^a cI~t-los conpleta las expreslones 

(a) • ^ v ^ ^ - (f) ,(3 * 2) 5 ? 5 + (3 • 2) • 

(O ; •: . ' ; ' (g) 8 - 3 ? 9 - 3 

(c) ir; ♦ \ • (h) S€ • 135 ? 135 • 86 

. 'd) ? ? • (1) 24 + '3 ? 3 + 24 

(e) 1«: ? :* 5 (j) Dado que a, b ^ c son 

. " n^jmeros cardlnaSlea; SI a > 

2, ^ * ®» entonces a ? c. 

4, .Multlpilo^ Ijtij Siguier. t.es expreslones, r luego usa la pro- 
plfd.id <vir.r.utA';lva psira verificar la multlpllcacldnj 

. (a) 3t (b) 305 (c) 476 (d) 31^..^^ 

5. I>a el niir.ero 0 Ics numeros cardlnal.es que pueden usarse en 
I'iigar do"i:i ietra .a para hacer que* los enunclados que slguen 
scan co'rrectos: 

(a) 5 1- i « 3 5 (e) 132 + a = 46,+ 132^ 

(b) r . a (r> 2 + a 2 + 7 

(c) .2 . a < 2 • 1 (g) 7 • 3 > a . 5 

(d) 3 ♦ -a ^ 3 ♦ 2 . (h) a*+ 3 « 3 + a 



L^v Prr.pl :-;ir*civ:;. o •>riirii;t.ativ,t^ pin \i cuma y la multipllca- 

/ *jr — r * • . > * >»r*»«s • * "1 * . % f * 

r»<^*^ >*«A^«. «ii ».«i»>4. k«4,-.^ >J.v^ JL % ^ 

a L • ^ I 4- a * \v a • b =5 b * , 

Ota-.rva 1:^ /un;:-: ^^ritrv^ v^atos doo enunci^idos* 

i»c*.\caa qu^- la il^^Q la propiedaa conmutativa? Para 

para todos :.uineros cardlnale^ ^ 2l podemos hallar per* 

lo n*;?noa *n p*-:^ r/t-;'n*:^i:- cttrdinales p'ara los cruales esto no 
voraaa^-ro, ^^r.^onaecs rosta no ^^osara do Ij^ propledad conmuta- j 
tir:x* , i*r «?/vr.p.lo^ * - IC^al a 9*- La regpuesta 

^:'.:t:c/ (j- ) » ,i rr^lontras q\;»^ no hay nlngiSn 



U ^ntoroimLin Ion .i\un;oroG oi; oada una do las expre$iones 
clr -^^^.^^ -'vi^- eufiler do^ l::a oxpro^siones reaultantcs 

i^ l ' ' J * (r) 9 M ^ ^ 9 I t 

\TI^\>V' 1 : :ivi-l6n ii^ r»u:r*e ros c^rdlnal^^s la propledad conmu- 
raMv i\ ur; ejemplo que ilustre tu respuesta. 
J» ;Cu:lloc las ciguientes aotividades son conmutatlvas? 
{'i) : y.it:v^K- i^jombrero y l^iej^o im sobretodo. 
(t) 1 nnorco r.^^dlac y luo^o napatos, 

(c) Arrvif/ir plr.tura roJ"i a*pintura a2ul. 

(d) Corrar Iti, n^sootJllH STimerglrse en un submarino* 

(o) Toneroe el sapato l2;qiij{.ordo y luego el zapato derecho. 
Varr.GS a.inventar la wperaci6n "M** que consAstird en eleglr ^ 
*.^1 iVaWor do dos ni5Taerot\ Si los n\5meror son el mismo.. ele- / 
r.inios r.urr. ;ro* ^Ss ec!ta opcracl6r^ connutativ^? ' 
KJ^plo. ^ >\ k ^ K 

i*Cu4ie3 las operaclones que, definimoB a continuaci^n son 

.(a) *Vd^ consiste en hallar la si^ma del primer n^mero mis / ' 
dos veces el segundo* Per ejemplo^ 5 D 5 « 3 + (2 ♦ 5) ^ 



(i) 



(c) 



1 . l.Cl^ 



pr 



. I pr : . • . J : p:\lr/-r rr'ir.oro per 



I J * ^ 



y 5 y l\;o^o 



e:. -1 c\ril G^^TiUn dos 



( 



la propIrHi>4d isociatlva dt- la ft ^ioi6n para 
pr >pl-;r-v! p^-r: • \n-«>*D- p^ra sl^;pliric^;r 
p^tr o * nuTT/iros vc mas simple ao calcu- 
pidior?2 qiio numras 12 -1- 4- 2^ 
,v .V lueg-o sumar c y I0. 0 podrlas 
* L* y l^iOgo siJtmar y 12. Al 

forma dil'urvr.is,-,. sctciivrr-oa -ipllcarido l.i propiodad asoclatlva. 

11 = ? 4. (9 1 1 ) = 7 + 20 = 27 

^f* f :-3 + 100 t= (97 4- ^3) + 100 = 150 + 100 = 2^0 
Se p\ied? onplor\r li propiedad aaociativa para ha]lar la srma de 
12 y Tal ve^ has usaao este m^todo desde hace mijicho tlempo. 



bl^r vl V'1l^^r 
la lidicidn 1: 

la 1 : . I* . ^ p f*« 



? 9 

1 ^ , 



S3 , 



3--^ 

^ ■:• a (ic ^ 2; * T = 10 ^ (2'* -) « 19. 

r-el r.l3r.s q-^e ne?nos er.ur.ciaao expllcltau'rionte la pro- 

pleaaj cor.r..-tatlva as la adlcidn, enuneiamos ahora la propledad 

Propledad 3^. a, b v c representan n^umeyos cardlnales 

c-^alesqulera. (a -^ b) ^ c a - (t c). 
3:n la vida diaria habIar.os de "surar", o agregar, o combinar 
dlverscs Gtjeros. Tales comb inaulor.es tendrdr. o, no la, propledad 
asoclaclva, segur. caracterfssicas de los ctjetos que combi- 

^Es (gai-^llna - fi;ego) 1- agua lo mlsmo que ga&ollna 
(fuego - agua}? 

La pr':ipledad ^iorjr.utativa de, la sunia expresa que podenios 
carr.blar ei crder, de 00s nuneros cualesqulera slr4 alterar la 
sur.a. La propledad isociatlva a s-. vez slgniflca que podemos 
agrupar nurr.eros er. parejas con el prop^sito de susar pares de ' 
^atoo sir. alterar la sunia. Del st.Isjtio modo que lenemos una pro- 
pledad cor.r.utatlva para la adlcl6n y para la r«.ultiplieacl6n, nos 
parece poslble que' la propledad asociativa pertenezca a arobas 
opera rlor.^>s. 

iQu4 sl^iri-ja "2 . s 4? iQ-aeremos decir (2 ♦ 5) • ^, 
en q>ue prlmero nultlpllcamos 2 por 5 -y luego 10 por 4? 
60 querer.os slgniflcar 2 « (5 • 4) en que prlmero multipllca- 
mos 5 por - y luego 2 por 20? Ambos dan la mlsma res- 
puesta, y por eso c^ncluimos que podemos dar ambos slgnlficados 
a 2 ♦ 5 • Lo r^lsmo se cumple si tomamos tres nimeros car- 
dlnales cualesqulera, 

. Pro£ledad . Si a, b ^ c representan nilimeros cardii ^ales 

cualesqulera. (a • b) • c « a • (b • c), 
Este es el enunciado slmb6iico de la propledad asoclatlva de la • 
raultipllcaclon para numeros cardlnales. 

A veces resulta convenlente camblar el orden de los mtraeros 
que se han de sumar 0 multlpllcar, con el prop6sito de slmpllfl- 
car la operacl6n. Esto puede hacerse usando la propledad con- 
mutatlva. Entonces la adloidn 0 inultipllcacl<5n puede efectuarse 
agrupando los niameros de acuerdo a la propledad asoclatlva. Los 
ejeraplos slgulentes llustran el uso de amba^ propledades en el 
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iHay ur.a propieuid ascclativat para la res^a? Qulzd podemps 
cor.testar a eaJ:3i pr^jT^r.ta por r.edlo de ur. ejenplo. Cor.slderemos 
10 - - -) -lo c-.:sl r.o2 10 - 2, o sea 6. Pero ( 10 - 6) - 4 = 

0, rr.odo q,;-:.- 1C - (v - no es igual a (10 - 6) - ^i. Bsto nos 
rouestra qu^^ li r^^^t r.c tlene la propledad asoclatlv.a. Tal vez 
pv;edep pfns'^r q .r. ■j.'e-.pl: r.o es s\:flclente y que la propledad 

veririoarf i --si ..^^ir^irios ot2:«os nur.eros. Sin embargo, si la pro- 
plcc'^^id a30-5l:j:::lv'i j^r.ple para la resta, er.tonces debe entenderse 
q\i9 es 3ier':'\ par-» toics Ics nu^r^eros cardinales. Por lo tanto, al 
exfcitlr ur. acr.,';-r.*o a^- ::reG nurr^eros car-^tnales para los cuales esta 
propiedad r.o ec cix-«ti, dedutiir.os que no puede ser cierta para todos 
Ids nur.ero.^ ::irdlnales. 

iF^er.sns quo 1* pr-pi^ia-j nsoclatlYS se aplica a la divlsldnf 
iQu^ slgniflti^i f - } 2*: r:o poderr.os contestar. Podrla signi- 
flcar (I'i > ^) i 1, 0 31 r.o, '.6 -^ (4 + 2). En el primer caso si 
resultado ea 2, y er. el segundo caso el resultado es 8.. Estos 
d03 resultadcs no son lg--;ales, lo que muestra que la divl3l<$n no 

T%t^ <5 T^v* ^ A % ^ - ^ ^ ^ »^ 

Tales observaolones acerca de la sustraccitfn :r la division 
nos Tiuestran que clertas expreslones tales como 10 - 6 - y 
l6.+ i» + 2 no estan derinldas. No tiener* slgnlflcado, Por 
supuesto, las expreslones (10 - 6) - 4 y 10 - (6 - 4), est^ 
deflnldas y so^ diferentes. Tambi^n, (i6+4)+2 y 16+ (4+2) 
tienen sentido, pero sue slgnlflcados son diferentes. 

EJerclGlos 3 '3 

1. EJemplo « (4 + 3).+ 2 = 4 + (3.+ 2) 

(^ 3) ^ 2 = ? ^ 2 » 9, y ^ (3 + 2) « 4 + 5 «. 9, 
Esto llustra la propledad asoclatlva de la suraa. Muest±»a 
que en forma semejante se cumple lo Indlcado a contlnuacldn, 
Enuncia la propledad que se usa en cada ejemplo. 
(a) (4 + 7) + 2 - 4 + (7 + 2) 
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8. 



.■i p:--v Iv i a c -fi 1^ proploofid conrraitatiya, todas 

: • 'lonvor.f^'i p-^r*; q'.- I'-g operacloner. soan m^s 

■ : ^l: .:. ■ * p.-m?)tr.-;'nir. pur.i indicax^ cudl on 1'^ oper?icl6n 
r •:-•„••;'.■. prlmt-ro. ji-sll-j lac respuestas. Por ejemplo, 

; ^ (v . ) 

•- • - ( » > )"* por la propi','(3ad conr*utativa de la 

••■nilcir'n ' 

- (■-•., *■ : ) +• ?' por .la prcpledad asociativa de la 

'idlai.-n 

« 100 -t- >,. 
(a) (t. 1) -h 9 / 

(i ) H • (15 . 10) . - 

i^) (12 • 9) • 10 

(d) ♦ (S5 • 7C) " . ' ' 

(e) 5^0 t- (522 -t- nO) 

(f ) . (i? • 67) . 2 ' ■ 



4 




:t. p\:pitr -, 
5 

3 



y 5, :v lue^^o multl- 
r:,lcr,'; iv:"p'ioi^ vr? On tercer 



^ ' ) * ) *^ {' >) 

y t'*j.ni r.I:lo !r,vl!a'a otro r,ifLo/ El nurnero 

i >p; ; el r. Vr.'rro do .'ov'.^r;esv Yeamo£» Sn 

I ^ItiEG V : i: * nltVos, o sea un total de 

"ilnmo U'-r.d-- , -r-o p..:.-.o d'.' vista., Al prlr.clplo se trat-aba de 



pl : N^, 



( 



: ( 



; * li: •■ 



;J tj: ;p • or V 'vr;piu 



X 3 



17 



50 I- 9 - 59 



proauct^ > . .V. Probacler-r-c h:aaec esta nultiplloacidn xAis 
0 ff.enos as! : 

270 (9 X 30) 

^re dis e: e.'er.plG de la Izquierda results un modo 

r^pldo de r-sclve. -1 protlera? En realldad est^s. usando la 

- (j * y^] ^ (9 • propiedad dlstrlbutlva 

La prop:.-:::d dlcn-lt-.-va tar.bi^n" inipcrtante en operaciones 
h-^y rra:-'lcn5£. Haller.os el producto de 8 por i2r-. 



«> • » ^ x,» 



- ^ ^ (S * ^) ^ 96 ^ 2 

Propled^tct s Si - a, b y c son ntameros cardlnales cuales ^ " 
• 3}:li£i* gnt^oncea a ' (b c) = (a".* b) % 
(a ^ c). • ^ 

proploaad dlstrlbutlva es la i5nlca de las tres propledades 
que her.03 -st- .dlado en este capltulo en la que entran dos opera- 
clones, % saber, la adlci<5n y la multipllcacliSn. , Esto no qulere 
decij^ q«.e todo problena.en que figuran estas dos operacl6nes ae 
resuelve per medio de la propledad dlstrlbuUva. Por ejei^pio, 
(5 • S) ^ 1^ slgniflca que ha de hallarse el producto de y 
por J. y luego sumar 14 al resultado; (3 5) + 14 « 15 + 
29. Pero 3 « 1-) - (3 * 5) + (3 * = I5 kz = 57. 
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L:x Tr^2vt : 2'ii .^:rjr .tativ?^ do la r.\.ltipllsaci<5n nos parmite 
esorlt^ir^ (c - * a « (b ♦ ±) ^ (c • a). Veamos por qu^, Primero 
(t - c) • & - % • (b ♦ c),* propledad conmutatlvsi 

y - . a • (t. ^ li) a (a • -b) - (a • c), propledad dlstrlbutiva* 

ror 13 tar.T (t - o) » a = (a ' b) * (a - c). • 

Tatr>Ll|r., (a • t) (b • a), propledad conmutativa 

y (a » (c » a), propledad conmutativa. 

p-.^r lo t,ar.to, (t - ^) • a = (b • a) -r (c • a). ^ ^ /" 

Hsto Is nv-ltlplicadcn de 12-|- por 8 en la forma * ^ 

• --l • 5 = (^'i i.) . 3 = (12 8) ^ (4-^9) 

= 9o + 2 = 98 

T'^^j. pr-ciil'tjr.is utiliz^ir un dlagrama para recordar que el 
prlr.erc. -I- lo^s jl-^rrs 3^ distribuye entre todoa los nuraeros que 
. se en 30g"^r.-i:« raotor. Un clbujo de este tlpo es el que 

se Ir.yic'jL ;t 2cr.tlr.,;aol5r., For ejemplo, .consldera el producto 
5 • - ,.). 



^ (3 . J) 
^ '{3 • 9) 



21 27 = ^8 



;bsorva i-^e ^<.^ Indlca que multlpllca a ambos, 7 y 9, 



y que estos prodi.ctos deben luego ser sumados, 'Las flechas 
aiejnpre vir. haoia los mimeros que deben sumarse. Ctro ejemplo 
podrla ser el siguiente: * ' . 

6 » (5 t 8). 



Dlaf^rama > (6 • 5) 




«^ 50 + 48 = 78 
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^'0 



01 V- J • 



(•- - i) • i'i ^ ■:) 



10 



^ 10) (n\ is) - ku 



ilu«ti'i-r:.dc uri^iba para Indlear 
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• ( 


• •) (ci) 1 » (i> * 17) 




)i 




• • (e) (C) ^- k) * (8 + r) 


(r) 


1;: 


• (' 


^ v(s"') (20, 4- 7) • (10 + 4) 








I .-c >'-I.-J»»nv*'G relticlones son oorroctas, * 








op.,' r.u; loner- liitlicadas. For ejemplo. 
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V ( • . ..) + ( 5 . y 
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* - if' • p) = IH f 9 21 
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- > ) -V (If . y) (h . t:.) 






• • ) 


^ (h ♦ .-.) J ^ . (3 + 4) . 






• • ) 


. (7- * 6) = ("3 + 








h .V) « (v:3 • a) (23 • 3) 


(-) 


1 1 




+ ir) 1 ( 1 1 , 3) ^ r 11 . 4) 


(f) 




• •: ) 




(g) 


? ♦ 




4- J) = (H . *i6) f (2 ♦ 6) . 








i) {Vc . (12 • iq:^ ' 
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♦ 




(•) 
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1 ♦ 


2) - (v • 


>) = 


• • ^ ( *♦ + 


(d) 






1:. • (*.■ 1- 


(r) 


(= •■-I'-) 




• ^ >^ «*. • 


( . 


-:•) , V. 'ilea 




Y), o soa 
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. reescri'- 


(d) 






100 ^- 11;. 


(r) 


30 t 21 



1?) 



(o) • . v. 

;,0»;il-.^y a-.' 1 -jxprvslonos Indlcadas a cont;lnuacl<5n son 

GOiT-.-CfiCV * * ' . 

(b) ^ . (i. - 2) 
(<i) ^ C) ; £ 



(5 ^ 


^0 


• (3 > 


2) 




^) 


- (3 • 


2) 


(n ^ 


2) 


h Co • 


2> 




•2) 


+ (6 i 


2) 


(3 • 


4) 


+ (3o 


2) 



9' 



r,.d*s-.:,c. ..3-rr;-:r 2or,o (hO ..)' y 23 coxno (20 ^ 3). 

'-air.do la pr:.pi*?d'« alstributlva, el prodM-^tc de -v, y 

mO • (iC - 3) ...» (20 i- 3) o sea ^ §J 

(-0 • :2D)-^ (.C . 3) . (5 , 20) . (5 . 3) 
Ccr.pl ot-ir.d:: las operacior.es, obtenemost W5 • 





iCO ^ 13, 0 


sea 


1,035. 




Us'indc la propi 


eaaJ distrlbu 




rooscrlbe 


las slgiilentes 




^?rifi^^a oorno 


en* el 


ejejnplo. 


t'rata de usar 




jLr.lt ico con 


(a) ; 






(a) 1^ ^ 3^ 






• €c 




(t) ^5 . 22 






75. » Vi. 
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21 * 29 













propiedad 


se us6 para ir de 








^Icnte, en 1 


as expreslor.es : 






) - (? 


• 2)j 4- (v 


. 2) » 7 




(O 








• 2) . 7 


propledsd coniftutatlva 




■ ( * 




• ) i . • 


(2 . 7) 


de la m\.ltlpllcacl6n 

II ^ II 


(^:> 
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^ it. 


• 2)] - ^, » 


{2 ' 7) 
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- - S* 




M ^ n 






) - :{i 


• 2) + 5 • 


(T i 2)] • 




(.-) 






» ?:) r (i • 


•V) ♦ s] 


I* 4> 11 


(>.) 


(3 ^ [ 




?)]) • 2 








3-^. ^os conjuntos ^ la propiedad de clausura 

Siiponte que quieres referlrte a los ^sterlgco's que 
3e indican en el dlbujo adjunto* iC6ino lo harlas? iDlrfas 

cQr.junto ^ asterlsGos ? ^La coleccl6n de aaterlscos? 
'C.E1 gnipo de asteriscos? SI hablas de alunmos en una 
clerta clase puede que dlgas, "la class de 1^ seftorita Johnson". 
^Tendrla la frase "el conjunto de alui^os de la seftorlta Johnson" 
. el mismo sigr.ificado? qu^ dirl ,3 de la expresi(5n, "la 
G0leccl6n de alurono.s de la seRorlta Johnson"? Tanto la palabra 
coleccldn cointf la palabra oonjunto pueden usarse aqul, Tlenen el 
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Isnc cI-Tr,lri-:i:::. (21 :\as cstuaiaiD frsinc^s, podrla ocyrrlrsete 
^.pin-ir .'tlrr.or.:,;-' i^t p^InDrn erser.bl-? . ) Cuando necesitenos una 
p-ilabr^ lof on :r.:ttvr.itl-as, usarorr.cs la.paiabra con Junto , sea que 
3« tratv -.r. 3.r.,»-.»\t: ac n>jmero3, sr. conjunto marcas sobre 
ol-pap»>i, --r.j-.r.to isteriscos cor.o en la figura, etc. 

Vr. aor.J'.r--.:) c?e n'^^r.eros : * S» 36, ?, 8 
"r. c-n.jur.to de r.arci s: //////// 
HI ^cr.Jur.!:o de asteilscos de la figura: 
Otroc ••.••>T.p: ^rr. ' .r.tos por. los slguier.tes; el conjunto^e' 

1-ir. .T.;:.vri.-r t--"" '-:l-'r.->3 ^-r. oi bolsiilo, ol cor.>var4to de vo-cales de 

=t:fH:--v>, ,r; :.xnJur,io d«? pl-^tiac de ajt-droz, un conjunto de 
'tr.lr.-ii-:: (p-^lrf-;- - ir.il'«n declr un reta:'o en el caso de algunos 




iuc ol.,dadOT5 do lo3 Estados Unldos que 



i.'.'.v:;'* 



ti.-.'.««r; -.r.u p- -^.vlcT. sxip*-rlor a un r.ill6r. de habitantes. 

L-c .v'"v:'A; r.iituralea forr.an un cor.junto. Recjue*rda que los 
r**.T.-r?a :..*.*ri^vc 2;cr, i, 3, donde los puntos 

c\Gp -r..^lv-:- ■.^lllzix.r. par?i Indic-ir que el ccnjunto de raSmeros 
c:.x-.t,lr.u i Ir.dorir.l.i.jr.er.te*, Ko hay \iltimo ntimero. Vamoa a usar N 

de loj n^^r.eros naturales, a los qjae 
pc=niivr- ll i.v-jc'"' } para Indloar que son los objetoa del 

2or..!-;r.t - -i .•• •i-"-sl;':;Ar.ic con Es decir,^ppder.os escribir 

= (1, 2, 3| »». f 
q\'- Iv.^r-r.c.^: en -1 conjunto de los n\1r.eros naturales", 

F-odftirr.os r.acer olegldo cualquler letra maytSscula para de- 
sl^:n'tr ••ct . jcn.'-ntD, ^Fr-demos doscrlblr el conjunto S= {1, 2, 3, 
^* -* ' t ' dlclendo que es el conjiy^to de los numeroa naturalea 
del 1 ai inc3u3lvej es decdr, S es el conjunto que conslate 
en los nuneros naturales menores^ que 8. , 

P'^ra ayu^.'ir a esclarecer este concept© daremos algunos otroa 
^.Vinpi -t: u-? u'^n. un^os de c6mo $stos se escrlben en notacl<5n . 
abrevl«ida: "V es el conjunto de vocales en nuestro alfabeto" se 
ti'ansforma en -"^^ « fa, e, 1, o, u)", "M es el conjunto de n\5ineroB 
naturaleo niayorea que 20 y menores que 25" se trsmsforma en 
"M = [21, 22, 23>*'24}", "E es el conjunto de estados en los 
Sstad5)s Unldos, que bordean el tago .Erie" -se transforma en "E = 
(MlcJilgan, Ohio-, Pennsylvania, Nueva York)*'* Puede ayudarnos una 



>h «k. > ^ V» w 



h . I ; ' ^1 cor. 'ur.tv*^ dt:f lodos los 

uiv ^ I:.t jv .ior: :,U::;oix}s i::.pares sic-nipr^ un niimero Impar? 

l^) .1 s^v Ix^u K;.*::.cx*03^ i::*pa'rx'C cc*ri'a4o respecto, de 



1: 
1 



* . ^ ^ ^ . ^ ^9 "^^h *-J^ 

u vjonliniracl^n son 



• ...... * 



' ^ 1 / V i.; ao r^Nn-firo:: nr^tural^.-c cerrados respecto 

• - ^ ^ * jjrivMja recp-^ctS (I 1^ mulllplicnci6n? 

' • : . 1 / r>:..!sntor', rjt- r.s'tncM^oG- q^i ^ monclcnan en el 
'\* :l 0 M rvapocto d.^ Ir^ division? 

S'-.r.-j: (••) (b) ho:, 2. Res tat ?;0502 



•^b \ '^13 H0305 
>0S 777 • 



♦ 460 



Of g 



• _ ^ • ^ 



.J 



4 



t- - . ^ 1 



1 U 



* ' t*. - ^Mavon^ ^cuanto auesta una 
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c-vao, L*a ->p-i!raol^r. invorca do la .division es la multlpllc&ci<5^ 
I.-i opor-iciir. !4V*vrs'i do li curries In recta. 

Gi.porii:»; qu- M-ries ^'d'iO on el banco y que le agregas 
4 10. Kntor.>>c. tlv:..>;:;^ ^2'20 ^ ^10 - ^^-$0. AiiOra puedes des- 
Kuo-r -.^D r:.-ic.'.r.do :|10 del bajico. La' cantldai^que queda es 
L-ntonoen $:.50' - |-10 ^ $220. Suponte que la caja del club ' 
atl^tloo tlene $1,;:iO0 y despuno de un partldo hay $500., mds. 
•Ent-^nc-r. a cn.'a tlc-n»i ;$1,^^0 ^J^OO, o sea .|2', 100. Pero 
supon*o qu^ -rqxilpo iieoealtit unl forme s nuevos que cuestan 
4"500, o soa que se retlran $300 de la caJa para pagar, Lo 
que queda es entonces $2,100 - $300, o sea $1,800r~^stas 
operaclonbs son Inversas la una de la otra. La sustr.acclon 
OS Inversa de 13 adlcf^n. . • • 

Por.supuesto, podrlainos exprecar esta idea en una foiroa 
m^s general. Sea x el n\3m^ro de dtflares que habl'a original- 
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X ^ b ^ (ionno a reprerv\nta el numero de dolares quo queda en 

'oi banco* ^C6r»o invomlr.oc r>l procodlr.ic^nto? * Del numero de dolares 

repx^<^nontAGo por a^uatraerr.o;:; el TiUniero do dolares que" rejtirarnos, 

repri:r.r:ritndo per y ter.c^non ol n\;r.erD reprosentado por ^» 

Escrlbimos X ^ - 

uca do op .^r'lclon ix;vol^cri al verlficar juna resta 

por rnudio^ui.?' ui/j. surA* Aof por ejer^ploj 

EOlJ -I . veriricacidn: 10^ x 

i'nriliin L^e usrt -^i ^cncwpto de operacion inversa cua^do se com- 

pr.^r:. 1 i Jlvl.^iir. p^r r. v:!o de una r:nltiplicaci6n. As! por ejemplo: . 

1 * 0 oirvp rob ac Ion : 1 o 

* 1*. TTn^ , . X 13 . 

^^^^ 150 
— ?r 

o coa L*:"" : 1' ^ comprobacjdn: 288 t= 18 x 16 

OLcv:* ;a iu:^ ^ ^^^^ nuriOros cardlnales, y si * a > b, 

* ent..no.^w v:';^irT.v -ir. nur.*jro cax^uinu^l tal qu^ b 4- x = a^ EJemplos: 
Si a 1/ £ i lO, entonces x es el numero cardinal 7^ 

tal r.odo quo 10 ^ ^ I7j si a es *n ^ b es 35> entonces ♦ 
X '^1 rntr.oro o ordinal 6 y se verlfica que* 35 + 6 = 4U Cuando 
,a.._. ...ea ::uiycr qv.v -l^s siempre poslble hallar x de ^tal modo que 
a t: ^ ;^uea»:*3 nicer la misma generallEaftion cuando la operacion 
b 1- X 1 3o dr.tia pox la multiplication b • x a? Si sustituyes 
t *por V. ^ 5 por veras que no hay| ningun niSmero cardinal que 
pueda 3or '^nstituido por x do modo que 2 • x - Si sg^ sustituyen 
ciertos num^tros por a ^ b— jjor ejemplo, si a * 20 ^ b » 4— 
entonctui ha:; ^-^n numex^o cardinal que puede ser sustltu^do pot* x, 
*. do modo H ♦ y ^ En este ejemplo x .es 5^ puesto que 

• 4 • 5 ;:0* ClL\anemos el f.. dlvldlendo 20 por 4. Tambl^n: 
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24j/ entonces 


X 


es Igual 
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Si 
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cs 


40, entonces 
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es Igual 
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8, 






puosto^ que 
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40. 












Si. 


b ^ e*s 3 X 
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es 


30, entorjces 
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es igual 
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10, • 
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E:\ crada Vwio loa •.•."c-rr.plos anterior^s el valor que hay que dar 
a X K-ill-; aivlil .T.tio* el numero rcprosentacio por a por el 
nur.vro r,;pivs-,:r;*.'iuo put-^r b. Hn coneral, si hay un numero 
natur-il x se P',ja<2-> niatipliear por el ntSinero natural, b 

para obt^ncr el r.u:ri6ro natural a, entonces este numero • x -puede 
lialiuf'c^ alvialenao • por bl Sr,a:?ibimos esto. como b • x =t a. 
Mult2pllcar.0i: :•: por t para ott:ener a. Para deshacer la 
oper^cio:. det-.'-oa ei'euturir la oporacldn Inversa, lo cual qulere 
deolr ,r;o r-.T. r:u^- dlvidir .-^ por b para obtener" 

x: : ) 'X . L-i opvr'-:ji5ri Inners-i do mnltlpllcar por b es la^ 
_ aivlfilr pT.y . 

SJerciclos 3-o 

1. Cv;l---jcIor.a ii3-palabrac o I'rases que describen operaciones 

n : .t;ionen ..r. li;verco, Una operacidn segulda por la opera- * » 
clon Invc-r^i r.os .alelve al estado original. 
(«) Le.-antar el lipis. (Recuerda que "nd levantar el Idplz" 
r.o *.,r.a op-:?raeion inverca. "No lovantar el lapiz'^ no 
^ . * djoLioc- la op»ir=tC;l6n de levantar el lapiz. ) 
♦ (V ) Ponvrse el sor.brero, 

(«) Hntrar en ol coche, • 
(d) Kxv:'nder la mano. > • * 

(.o) Multipllcar. • . * : 

(:') :>onst:r^ir. 

(►-) Ol'i-r la rosa, . 

(h) Dar un paso adelante. 

(i) Sal tar dosde aeroplane en vuelo* 
(J) Sumar. 

(k) Cortar la cola un perro* ^ 
(1) Susfcraei% * , - 

» (m) Mlrar las estrellas. ' 4 

*(n) Hablar, * . . J 

(o) Saoar una llanta de un coche. " 
2. Escribe las operaciones Inversas que corresponden a cada I 
una de^as operaciones selec^ionadas en el ejerciclo 5 



_^-.,.„^^._ 



.91 » 



.>6 



* ?.Hv,,»v ' -r^^^T^ ' indict i\ 



'•-•rirlca haciendo las 



CO 



(e) "^8000, Oi 



(.0 
CO 



()0 ^8 ) 37eoc 



(c) 805 pies 
297 pies • 

(f) 4 10040.50 
$ 8697»85 

, (1) ST ) HI 545 



, \ * V ♦ ^ V • > ♦ * A 



(;:.) La dir-jrej^ia v..^re* oo'-.c-nia y nuave y veintiiino. 
(nV Sei-T.^si V seis mas sessnta y siete. 
(o) Si ■product;© trccolontos gsis y ciento noventa. 
Halla, 3i .es posiclc-, un numercf cardinal que pueda usarse en 
"io X or. crr.ia una d-^ las expresiones siguientes. Si no 
existc tr;! r.ur.ero :?-ii'dlnil, responde diciendo que no hay 









(a) 


J ^ 


X =i 


(») 


X 


9=1- 


(0) 


X - 


1 « -2 


W 




X = 1 


(e) 


10 


- X = ' 


(f) 


5 


X = : 


'(g) 


10 ^ 


» X -r ■ 


(h) 


X = 


9-5 


(1) 


X « 


11 - 


U> 


8 + 


X ««» 1 


M 




X - 5 


(1) 


.X » 


^5 - 


W 


3 


X * X 



X "9 



(n) 


5 


X = 12 


•(0) 




X = 20 


(P) 


X s= 


20 4 


(q) 


2 « 


X 16 


(r) 


X = 


18 * 2 


(s) 




X = 50 


(t) 


2 • 


X = 0 


(u) 


X = 


O;-!- 2 


(V) 


9 • 


X 0 






0 9 


'(X) 


5 * 


X = 5 




X » 




(2) 


.11 ■ 


► X = 11 
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IerIc 



* -.cu^rntos Ubros mis caben on ol ppimero que 



(o • 



* i * ^ , 



(-) 



n ii,7b.., ontradas un qes y "-,761 ^entradas 

-I 5r;ve .oI,;uicr;t^;;. i'Cudnta i^s ftenW vino b1 cine el • 

M r.i odiricio tlone 900-ventanas y otro edlficio, 8l1, 
^ icudntac v.-inT:anaG sT.ds hay on *el primer edif icio? \ ' , 
la pDhl:.,i5i;.do una eludad era 19,891. Cinco arios m^s 
tiird- l-j potlacl6n ascend!',^ I 39,110. ' ^Gu^l fue el 
t-cr:r.ojr.o ,le poblacj^dn durante estos clnco arios? , 

"f^ '^f il-^^-^^' 2,099 caja;, icuantas cajas 
^•■•-v-:r. il ■-,•:>> A), earnlpnes del mlsmo tlpo? 

r.toa V.-. antes se necesitan para almacenar 208 
cada cstante caben 16 slllas? 

CO dispone d€^ 288 bprnbones. Si hay 48 
i'i'^cta, itudntos bombones hay para cada uno? 
^' i ^- ^•-•^ac osGuchas o exploradoras tlene '29 

-^ui rr.iembro/debe vender cajasr de boUitos. 
.-rvpc M-n:- 1,80 . caJas para vender, ^cu^ntas caJas 
' -'Ida nltdL para q^e se vendan todas? 

Kr-.-fUja la2 cT^Tulentes operacionest 
(a) Gurna i. 17. Do la suma sustrae 12, 

(b^ Suctra. de 89. a esta dlferencia siSmale 19. 

(o) Mr^ltlpllcn v7 34, Divide el produc to por 9 

(d) iL-^lla la sura de 9, 9 y 9. *.De ella sustrae k seis 

• •> V* ^ o « 

(e) Tor.a 308. * Diyldelo por 28, Multlpllca ll coclente 

por -^^ Sustrae 9 d«a producto. . " • ^ ' 

(r) Italia la dlferencia entre 4? y 38* Divide esta^ ' " 

diferencia por 3 y luego suma 17. * 
t.-) Di vide 272 por I0, multlpllca el coclente por 12 

-sustrae 100 de este producto. 
(h) Miatlpiica 12 por 13 y suma 59. .Divide 'la siana 

por el producto de . 5 por .13. * ^ 



di^%>r\ii;>:lu por IC »^^ ^;^-'rr.n '^CX * Di?iue esta ultima 

* 0 

• 1 . ■ 



. » 



trrirsc -v ii :tl: v;r. pu-r.tv*^ c ialquiera sobre una recta como 

so IntJic.-i TK-;.-: ■a-ri.!o y lilT.al, eero (C;. Al primer punto a 'la derecha 
0 - 1 • •„ . y 7 c 9 10 ir 



— , ^ ■ » - » « • ' ' — — ' r*- 



de date llfc-ilo ur.o y Iv.ejro asocia a cacb uno d*;* los punto s de la 
dereohri, u»-- -r. r.oao «lrr.iiar, lr,s numoros nS^tural^ slgulentes. Esta 
repr'\"S"nt •^(•ion r.->'llirr:i '* Tr.or.udo^ recta num^ica. Todo niirtero 
carainal oj., cr.*:ar.v>.^.-r, r.cnor quo cualq^-lora de los numeros que est^n 
a 3u dvr.c?.>:, c ou-Qq^dera* do los numeros que eatan a 

3«! Irtquic-rd^* Tor v "otnplo, on ::ner.or quo *S V mayor que 2. 
Ssto puud.i vocrii liv...' 2 < < puesto que 2 es menor que 3 y 
;j o*s iponor q ;-> . » "tilizaiVio la recta nuin^rlca,^ tamblen podemos 
det^jjvJriir o-;-'!.*..x^ •nC::.er»>s oardlnales hay' entre dos.'numeros car«- 
dlnales daaoi, For e.'or.plo, para hallar cuantos numeros cardlnales 
hay enti-,' *^ y 1 1 pod-:>mo3 tnlrar la representaclon anterior y 
contarlo.^* 7u::,0£ acl qi»e hay cuatro: ?, 8, 9 . y 10. 





Ejeroicfos 5-7'* 




1, iCJuantos nunioro-o 


cardlnales hay en tret 




(a) V y 2^-? 


(e) 25 y 


25? ^ 


(b) 5 y 2^? 


(f ) 2:3 y 


25? 


^ (c) so y 


(g) €0 ^.y 


25? 


'W 17 y 2'"? 


(h) 114 'y 


25? 


Si- a jr b 


son niiin^ros cardlnales 


» 2. *a 



de las. expreslones que apar^cen mas abajo da realmente el 
nume rb do numeros cardinal en comprendldos entre a b? 

(1) b ^ a . '(3) a - (b + 1) 

(2) (a - 1) 4- b . (4) (a - b) +'1 



, (a) . ? y i;'. (e) i? y igv , ' " 

{a) 5®- ^-.^ CO? . '(h) 12 y 

cCualsa do i^a sltui-ent^s par^s do ni5meros Gardlnales tienen un 
. .taun-iv eni'dli-'I n rrji t .d de cimlno enti-e ellos'? 



(a) 'A-* 


(e) 


(t) • , 


(h) 




• (1) 


(«) 1." 


(• ) r; u 


(J). 







iOtl 



niSmoros par**.';: 



a, I) Di a ^ b son 
niSmeroe Imparos 
a, b si b es par ^ a 
^ • es Impar 

^i. Loc n«5:r.-r,i? c-rJln'.leo a, b ^ c eQ^n «olocado5 de tal- 
^r^an^^:- . j.- r-.' i-i root. ! num^rlca >juo b esti entre a o, 
iL ' • * ■ , 

(a) .-.iic c - *iv* ^ Expllcalo usando la recta num^rlca. 
vi ) :.£c t ' a' Kxpllcalt usando la recta num^rlca. 
(«) ;Kg t c? ExpllcQlo con palabras, 
tps num^>ro3 enrdlnalon a, b, c ^ d 4st^n colocados aobre 
i-t I'voin r.ur.drica do tal mtinera que b esti -snliye a ^ c, 
a. est£ entre b ^ ^ • d. ^Qud -relacl<5|i, si exlste alg^ma, 
j«*iy vT.tr-.' \:f' c V dV 



3-8,' SI ni^mero uno . ' , • 

El niJlihero^ uno es un niSmero especiaj. desde varlos puntos de. 
vi3ta. El uno OS. 01 raenor de los numcros- naturales* Podemoa-conB- 
^tmlr cualqui^>r mJmero, por . erando ^qufe sei^ erapeaando con 1 y 
sufnando wos hasta quo hayamos alcanzado el* ntiinero deseado, Por 
ejensplo, p^ra^obtener #1 ndaero clnco, podeuws oomen2|r con, / 
nuestro niimer^ ^special^ 1 y i^petlr la -adicldn de ^ aslT " *' J 
r+ 1 « 2,' 2 4- 1 » 3;. 5 + t « 4 y . 4 + , ., 5^ M^hay ningUn 
hiiJmero %i5e aea, mayor que todos ios niSraeros natui^ales, " • -3 



At* 



ra:nl • r^*^^. p^i* pnr^^ c^^'uquior n^l^r^.^iv) natural 

hV- c.mcluorer*- o^tonaroniOD ol nilm-jt^c natural 
nlfiil .T.tv *:u::;:\n ?n K Ke^o puccio parec^r obvlo porque so hari 
^usado 1 M^::.v^r r-^cr;J'^f^ Sii, al£:unan\ie las operaclones 

l\indair.erAt*iIea no* cbt-nemoc ul numopw^natyral siguionte con • 
oporrj.ci^r.oc on que cdl: intorvlcno ol niincro \; por <?Jei35ilo, 
^ • 1 5, 5 - ^1 li^ay \in c*isc ♦^^n qii-^Mil slqulora obtenomos 

io qt-w h.rr:w.i ll:im:id:. nur.^rx^s natural os* Observa lo que pasa 
cuaraio ..r,:sno.^ In ip'^^"^"i<^n do ii^^jstracejon : I - 1 - 0, .SI coro 
no ii\rr; *:*o nr^tural/ * * . 

Kn la j^.^:lrlpllo'iclor., -1 quoremoo obtoner un numeral diferente 
pwn uu i/^t^s^^r*- , :»ndt,iplicar^por uiia form^i oapeolal del 

n^^'K^^^iv^ U ! -^a^a rr.^j.era podcnos obten-^r un nx^.m€,ral dif crente^ 
pt^ro cl .rupr-: iv:pr.'3vr;tando ol mlcrr.o num&ro* Tal ves rocuerdes 
<Vm' tj ^s-^ri;Ir obr.o f-, estas slmplement^^ rr.ultipllcando h 
por f^-, r:r \^t:, ^ us nuestro numero especial U Multipllca 

^ r ^ pnra ol^vn^:* n^ultipllea ^ per ^ para obtener 
E;vton >n -/-*:r;pl se multipllca per el numero 1 en sus 

Tonriu v^i- ^ 4- y Ssto slrjnlfioa que las nue^*as frac- 

C5.0IV-3 poi. ^iir .r-i.c --3 --n rorma de las originales, pero siempre 
rvpivcvJ/ 'u. .'1 numero. El numero et^peclal uno, cuando se 

uan 'df^ man rtn c ^no factor hace que el p^ducto r^sulte igual 

al nuiltii^llctai. J ?^ D ^lrio a qi^e ^-1 producto de eualquler nxJinero 
natui^al por ^u»o i^ti; l^ial al numero natural original, 3e dice que 
ol ia!rr».xr> t vr: ur. ^'olemonto liJdntlco" para ia multij^llGacldn, - " • - 

F:^ .:L:^ Ml.- ) "i lUvl^lop 1 *i op*=^racl6n Inversa de la multipli- 
caclon, iti^itie ol numero uno tambien propledades esp^0lal^3\coii^ 
rospecto a la dlvlclin? ' i<^e pasa si dlvidimos un numero ^ natural 
cialquiera por^ unot* Obtonomos cl mlsno nuihero. natural* PeVo-xSl 
dlvldlmon i pjDV un numero iiatural no obtenemoS; el numero iiatu;ral* 
Por ei^a rnson no podemos declr que el numero uno ea tip eleiftento 
ldantl<?o n n^^utral parn la division. Un numero natural multipllcado 
^or 1 nou da el mlamo resuljuado (ju^ t multlplicado per ese 
nuworo, pv^rN.> la sttuacl<in no es la mlsma p?r»a la divisl6ii* Si con- 
venlmos t^ri ri^^proaontar por C pn numero natural cualqulera^ 
podemos oxpresar estas opcraciones de multlplieacldn.y divisldn 



^.-L-i.*^-*.. .1,,. 



■i.-i 



usando wl uur,'ir?r*D : ue las sigul-^ntes inanoras: 

C = 1 ♦ C 

C * 1 Q . . ■ 

. C : C « 1 

Hetnoi: Hpr-r.uicio antes a usar 10^ parn representar 10 • lOj 
10^ parM TOFTPeGencar lb • 10- lOj 10^ para representar ^ ' 



10 * 10 • 10 • 10 • 10'» 10. 



» 3" y^»»5» se liaman exponentea* • 



'Lob oxponentes sor. poquenos, pot\o los nu'meros representaoos por 

son Hiuy grandek. Si en carobio usamos 1 eji 



10*",- 10 



10"- 



3 



linear iO, ?^3i:o r.o os clerto, pues 1" = 1 . ij l<=/i • l • i; 

^ ^ 1# y en todos estos casos el resultad^* 

ep, 6icr:ipr.-' -a .n tr.ero 1. En efecto, 1^-6 1^°^ <5 l^^^o e^* 

siemijre 1. , • . 

^ Cuando declnoc 1" <5 se trata realmente s6lo del . 

numero i. Estanos simplemente dando ilombres dlTerentes a la 
mlGma cosa. Es alerto que el niSmero r^resentado por cada una 
do.oatai; oxpr^slonos es 1. ^Puedes pensar en otraS corablna- 
cion>->:? Glnbelos ^dt^ osto tipo que tambl^n repr^senten 1? 
«5 tiur.ero oata representado por 5 - 4? por X - IX? " ' 
. h'uoGtro estudio del numero uno puede resuralrse brevemente 



^ %^ .en expreslones ^.:\tem.4tlcas c^)ino se Indlca mds abajo. ^Puedea 
. . ^^tra*duc?ir tales expreslones en palabras? La^l-^tra C, enVste 
, cisQ^ -^epresenta un numero natural cualqulera. 



a.. 



(a) C * 1 6 , (i 
*(b)- 1 c c 
(c) C i = G 

\ (•&)c 1*^ - 



1) 



o 



(1 + 1 + 1) <5 



.103 alguldn*es fifmbolos, selecclona los que l^presenten 

el<N niinor^N i ; ' 



(a) ^'2 /\ 



ft''. 



(4) 



1 - 0 
1 + 0 
t. • 2 



2.. 



4» 



« ft 



V 



1 • 0- 



-97- 

(1) 
(m) 
'in) 
\(o) 

(P) 



5-9 



10 



1 



1 . 100 

a ■> I - 

12-5 
2.- 1 



Copia.V llena lbs lugaxies vacfos: 

(a) 100 1 = (cl) 

(b) 10 . 1 • 1 . 1 = . (e) 

(c) ^--^J (f) 



1 

0 
1 



5 
1 



1 « 



^.Pue^eo obter4er cualqulei^ numeiPo natural^ a partlr de oti^o 
cuaiquiera. sucr^andole o restdnUole repetldamento el numero 1? 
J)a un ejercplo para apoyar'tu concluBi6n. 

Por inodlo del procedimlenfto Indicado mas arrlba, ipue($e.s obtener 
un numero^ que no sea un n\5aero natural? * Da un ejemplo que 
sustente tu conclusion.. ' ^ 

Roberto dice: **Los numeros naturales no son cerrados respecto 
., * * .... 

.^.^e la sustracclon de unos-, pa3^ son cerrados respecto <^ 1^^ 
• *■ * adlclon de unos". Mucstra por medio de un ejemplo lo qua, Robe^rto 
*qui«re declr.O •* > , " , _ 

6, Efe«tua la? operaciones Indlcadas: ' . • • 

• (a) (V - 5) ) ^6h^ , (e) 5479 - r^" 
^(b) \T^J^, . * * \ry 97 ' (si X es l) 
(a) 397658 . ; • Ke) iJ • (^89 t ^^9) 



(d> 890753 • 



(h) 



8 
8 



1^ 



* 1 



r: 3-r9, * £1 n\5mero cero 

\^ 1 . Otro nunw^ro especistl es el n\lm43*o* c4ro. Se le d^ a ve^jes * 
^"^"otroa nojnbt'es. En una conversacl<5n t^leUftSnlca podrfas ol3t» la « 
pregunta: "iResponde el uno, ocho-, octree?" Por aUpuesto, &1 
'gj que- llama no se reflere a la letra ''o^, y entlftndes que lo'^ue* 
§ qulere decir es "uno, ocho, cero, tres*". 

.AunquG el cero no eat^ incluldo «n lotf nUmeroa naturalies, se 
"lb consldera ojijjno Vih^ de los nTSffleros cardlnales* Casl - 



'^3 



^ ov: utlll-a paj-a contar. SI retlraa^todo tu 

uln-.r:. .V j r.-->r.3o, ' pu-d.c cxpi>..'3nr' tHa:i,nco por medio do oste 
mi{Y<>. r«p -ii. ci^Ko has ooni^i'atauo^oori'ectamente ninguna 
.prv^:..:.-.:. . :vi^,Tioj\, tu notcj, pifede sor cero. Si no ha^* borra- 

aorcG cr. .1 jaion d^:: oiiso, el 'numero do borradores puede e^cpre&arse* 
modlMr.t ,. ...1 ^cro. Hr. r.oaos-ostoc cucoc, ynie declp, nada de ' 
. Clineiv> .-r; •?! nir.Du.a-^>ecpuonta corrocta y ningu^l borrSdor, 

e, ro.l:M!cu ||rr.«;. objetos o .elenoiitos cn. ol conjunto^ de ' 

tratando. Hn esto caso, vale de<5lr, 



w.i^u = I.: ; i;;-.or.»:.o3 ^1 conjunto', lo llamamos el conj^nto 



. :v.r..,;i' .1 j.un^^ro au t.lcner;tos del con junto 

vaclo. Ht. -Ac cent: do, al|;«nas perconas dlcen que cero slgni- 
rica "r.::.,- .;vr\ d^-os aic.^, q.K- ?:^enlfl.Ga "nada" porque no hay 
nau:. .n ^-I :^•>^,; .j-.o. . Goirjo i-erer^os ra^s" adol ante, Istos ' repre- , 
evKLij; niiti! .:c:ne-ptos''cpnr^iGos jr limltados del coro. 

. •^n-.^.TiHr.-^rr. r.tsv rrl-f 'cQ^' 2o preguntd "a Pablo cuil' era la 

t.:«!:ip..i-iLsr u *\1 r:.lrar ol tv..rmdmt. tro contestdj "Cero". '^Qulao 
dt-oli; -v v. i .v ,..:.b$-, >l3:.,'una"? i^lsa decir >ada"?^ \ 

No, lo .j .lco a-.-c:i- ea quo ,ol borde sup<?rlor de la iolurana 

m.^rcurio oat'th^ti on el punto ospeclflco de^a escald "Uamado » 
CL«ix>, 7 Mi» T'i.-o tvnlri'iu: riltlmetro en su automdvll de tal raodo 
que podia vorlflcar la altltud al atravesar lai MontafiaS Rocosas.. 
hj: ! • McurcJonoc Uegai^n a un punto en que Fe4^^1co' ' 

excl-dr,d: "j>:»rr., l:i r.ltltud, oj:. \^vroJ " Guando el altlmetro 
Indicu c^ro, ^sto no qulere aofiir "nadaf, sine qye eatamos en ' 
in altJ-.d .-.^pt^efcica que oe llama cero. Esta altltud es tan * 
e;'!pooXrJ>.:;i X rx.*:a'* G6no un^ altltud" de 959 pies. 

. feos obsorvado antes que la suiia de un ni5raero natural y 
uiio i^s .3iompi>e t?l numsro natural slgulente* , La suma un 
nuintji-o natural y cero -ss slempre el 9^u'inero* natural original, 
Por e,!>?»ipi J, 0 h, Podrlamoa expresar este hech.o en 
simboios: C ^ 0 G, donde^ C representa un ndmero natural / 
cualquloin.- 0 podriamos ejqpresar este hecho dlclendo que cero 
es un "elemento Iddntlco" para la aaicl<5n* 



esta.sii^tV^4C*'i ^r' r.o Sv* or tione un*nutnoro natural? Para oxprcgar 
esta iova i^^^£ua,^^ rras clogar.to, oirfamos .qye el conjunto cte^ 

loa nurr.croG nnturnl;*G no og oerrado rospocto dc*la s).^3traccidn. 
Consldererncs ahora -^1 numero especial aer dcsde ^1 puOTp 4e 

pe^B^i; -^h rrJn^^ro de olllas qxae en^^ j5c salones^^ tales <^e 

bad.H\r*al6r; contix^iv-- :r si:|.laG* Poi; lo tan to, cualquler hUmero 

de G^lor.es que coj^XJlenefr^coro cilliiG tendrla on doflnltlva lari » 

• ' tot?il ;}v :^ .rlll^r, r >drl arriOO o.xprecai* rrnt^ Idea eri slmbolos, 

er-Ci^lili^Ttdo C ^ 0^0, dondc C rt.^pro3eirita.ur> numero naftural * / 

, ^ , El prodi;otc 0 ♦ ^ roGulta todavia mas dlflcll de -^xpllcar; 
ruro a.iu! Vi rr::p* -"*:^r;r^utativa do la multipllcacldn nos dice 

qu^*^ / * 0 ^ • r*emo3 vjsto quo 3 * 0^0^ Por lo tarttp, 

dcbvmot: 1.:. r X.* :K - 0^ pueG desoamos que la propledad^ conmuta- 
tiva ;:v^*::lom p^.r-n to(n"^G loG nuF.epOG cardlnales* SI. ^a ref*re- 
oenta ivlrr.^^iv:^ cMr^Unal ou^lq^'^l'era, poSemos exppe$ar eato escri- 
tiejAi^ . 0 ^: C ♦ r; ^.0^ Si, a es .cero tendremos, 0 • 0 « 0. 

lia:/ ur. princlplo muy importante expresado^en las formulas 
anterJor*:-;:, r*ueui\G«fr que te haya 6scapa<io a primera vista. 
^Obsorvuvt q^v-Gi el producto de dos o mds numoros cardlnales es 
cerot ontonn»-G ^Ir^no de los nuTnex4)2 .debe ser necesariamente o^ro? 
Por :j!'\%p1c>, • ^ ♦ 0 0* liii matematicas has usado frecuente- • 
mente '.^Gt^.:;s4>rlr;olplo. - ^ 

Veamos ?ih:ora si <?oro slgue* las reglas de la divisi6n para 
los nunoi^G rjituraloG* 

i<iu^ 55ieniricafia cero 'divicLo poi» 3? SI tenemos una pleza 
. con coro sillac y dlvidlmos esta .pleza en tres partes, querflamos 
^ ■ ^gnif Icar. el numero de slllae en .oada parte de esta pieza. Con 

esta interprotacl<5n, ^0 4 3 de'beria i^er 0, SI 3 ) 0 "ehtonces 
^ 0x3 deberla ser cero, por la oper^cltSn inversa* ^Esti esto de 

* acuerdo con la deWniclon de multlplieaci<5n por cero? 

- A veces loa estudlantes olvidan 1» division de <*ro por 
un ni^mero natii^l es sleippre cero' y nui^<ia un numero natural, Por 



I 



» natural*. Acfcitornos por el momonto Que - 0 .XT ft« a ilgun 

* numei-«o quo ropreaer.tarenios por N. Esto ^uiere declr que- ?'> 
Qebe GCT l^^ial a eero veces, algin numero- ' (7 = 0 x N.) El 
producto de cualquler niijnero por Qero ei* cero; por lo' tanto, no 
hoi- pir^^un nC-nero que sea Igual a 0 JT . En language mds 
elegante, podemos .declr que J no reprss6n1sa nlngiln ntSmero ' 
u^ttu^al ni tan;po«o a cero. Por lo t^^to, -no podeiuos efectuar 
^StB oporacldn». No podenos dlvldlr numero natural por cero, 

• ifQdrfa.-r.OG dlvldir cero^por cero? En slmbbloa la pregunta 

• *o ta.T.ti€n O -JT., SI OTtr- f uera"lgual a algdn 
^ mJmeiJo n, entonces por nuestra definlcidn de mwltl:,iicadidn, 

0 A n « 0, ^Qu^ valbrcG servlrfan pafa ' n? ^Podr/a . n ser 3? 
Por. supue-to, n pisede ser cualqyler h^^e^ro natural y tambl^n 
- cvro. Pi;o2.to^ue 0 TTT^ po^rf a ser Wlqulir ntimero cardinal, 
el.clr.bolo J tiene demasiados .niflcados. -Por lo tanto, 
doborer-.D2 recor'd^r.qne no podemos dlvldlr nl-g^ri iiumero': natural, 
nl cor'0,,por ::oro. 

Mia aba jo resuraen las operaclones con el n^mero especial 
, cero, en sljnbolos. Expresa ^stas con palabras si) ^ w 
.reprpsentan nt5m6i>os cardinales cualesqul'era, y Qtlrepresenta 
cualquier Aum**ro natural*. * 
M w *- 0 ^ w 
(b-) 0» -h w ^ w * " 

(c) w - 0 » w " ' , * 

(d/ • w = 0 • ^ 



es 



(e) w ♦ 0 = 0 
> SI u • W = 0, entqnces o tolen u 
cero, o blen w es cero, o. ambos son 
cero. 

(b) 0 I 0,» 0 . ' , • <. 

(h) G I" 0 no tiene signlflcado. , . 
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' (a) 


1 .- 0 


(t) 


0 


t / V 

(c) 
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(a) 


0 






V - / 












(i) 




U)- 






0 • 


(1) 





( 

(p) 

(q) 



4 

— ^ — 



(r) 14 * pj 

(s) lii * b- ' ' 

-(t) 0 + 12 

" 1*! ^ - iiO *^ • (4 + 6 + 0) 

'^^ (v) (2 .-4) ^ 0 

(w) ^ 



5n 36 

9 ~ 



* *x 



.^c op --r-ici Dr.os Ir.dlcadas, si t«f^ es posiblet j 

(1) (54.6 - 35.6) X 8g7 . 
(m) |597. 16 + (4 - 3) 
(-0 - j--. : - c • • (n) $897.40+ (3-3) 

(o) (480 + 24) +20 
(p) $1846 + (^ + ^) 

(q) 487.97 X ^ X 0 

(r) 49 . 0 • 47 • 97 
(s) $97.86 X 0 X 0 
(t) (9 - 9) • ^ 

8) (u) 976 -1^ . j 

(v) 1^^ X $97*46 -^l 
3* iPuedos hallar un error en alguna de las e3i5)resiohes 

siguientcct (a ^ b son numeros cardinales. ) ^ 
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^ J X . - > 
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$y5y.i:v(^ - 2) 
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(0 




.(J) 


• 79 • -r- 


(k) 


379(1''^-S - 14 
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0 = 
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(r) 
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a • 


b = 


1, 
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{^) 


0 • 
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0 ^ ■ ' 
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a • 


b 
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b « 
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(c) 


'> . 


1 « 




(h) 


SI 


a • 


b = 


3, 
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b = 




(d) 


1 • 


2 « 
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(1) 


SI 


a • 




c. 
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b « 
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Si 


a ♦ 


b » 0^ a 0 b 


» 0 
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HI 0- lij .t.v . 'i - n.av-r.iit-t: ' i, ..,} es ol con- 

oor;.!\,hto - Gi::u, jIos; pnra Ion r.umeros e3rdinalos. 
Ii\><2.Ki-'d cvij:v-.^'itlva p5ji-«a la aaioidn: a + b = b + a, 
(Joiiu >! y_ r. r:pr?sentan ink:-:roa'"aardinaleG cualeoquiera. 
Pr .pi-.nrjc c i.;:..,t:i»:l-.'a para la rr.i;ltaplicaci6i3j a -^^b ^ 
t • 't,. c \_ V tvpr- ^^aI-. iulmeroG oarcliaaios 

Fr { !'-a • i/^.^t >I :iiv't para la aaioion: a + (b -t- c) 
■ ('*• • ) .A » g/:.^ . A, b c ^opresontan numcj:^:>s cardl- 

pi-j': -J; -saoo: n civa para la multlplloacidn: . a • (b • c) = 
* ') • ^» cirr.t'^ a, t ^ o r«p resent an mtneroD earal- 

ir-p! T- ^ :i.-rrr-.>:l-'M: - • (l. c) =-(a • b) + (a • c) 

(b r c) • a = (b • a) + (c - a) 
cl j.vi • 4, i' ; son nuiTieros cardinales cualosq-uiera. 

.\:.f ::.! . ;. 3 r.u.-.c.:.: ^sonjij'.ito de oleraontoal j > , es mayor* 
•i • ♦ , r. >r.or q,;oj / , es diferente de. 
Q- nJi:r.T -:, V oiaurui-;a, Un eonjunto es cerrado respecto ae 
•.r.:i rp .•i-a.:lor. la combinaoldn do dos elementos cuales- 
quivra ui.- -cte ?.-.nJunto mcdlante Qsta operacldn da un 
».*J.or:;o:,t, a .1 c .n.'urito. Kl conjunto de los mtmeros 
i.av-.ral-?: ..j ct,-r:-Uu rtjap'.jr'to d^> la adicidn y la multi- 
pllcacior:, p.^^>. r.o rospe-cto de la division o la sus'tracclon. 
Cp--nnciofV..-L^ In ersas. La sustraccion es la Inversa de la 
.:utiolv5n,-.pero la^ sustraccldn no siempre posible en'un 

,oon.|unto di? nunoros cardinales. / La division es la inversa 
de la rr.ultiplicac46n, poro la division no *es 'slempre 
pr.ri;]" >k ol s-njunto de los fiumeros cardinalesj esto es, 

]L3.' division dv un numero cardinal por otro nstSinero cardinal 
no nl-jnpre da un numoro cardinal. 

La rocta numeriaa y el concepto de ordenacidn. Todo ralmerc^' 
cai^dinal osta asoclado a un punto de la recta nuin^pica* No 
siompre hay un niimero cardinal entre dos nilmerOs cardinales 
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12. ilumeros especiales: C y U Cero es la identldad para la 
'^adlcidn; 1 '^^-^1^ idi^ntidad ^ara la r*ultiplicaci6ni la multi- 
plicacion p^>r 0 no tiene lnverr>oi la division por 0 no es 
posible. 

^Cdmo yas p ro^rr^^^sar^do ? 

(Preguntas' de revision, Caplti^loa 1 a 3) 

"""troa d ie:: ^ cinco ^ 

S. Unii nl:;a .rjl:?ro r^c^dir tazas gv harlnaj^ pero' tiene 

Dolimonr-- u:. rvcipiezite cie tasac y un reclpiente de 3 
tasao. Usando eat;oc dos reciplor.toc y ol reclpiente qiae 
^ontiono^ j.a- hai^ina, ipueae medir las cuatro tazas? Si la* 
respi;:jct*i o.^ cl^ oxplica cdmo, 
3* fj^o prorahilland h'ly de que^ tirando i;n dado, saiga el 
numoro *:V 

.4* EDcribe >'CXI on nur.oi%al03 hindu-arablcos* * 

5* iOt^^? otra ntar^.^r':^ niy do oscriTDlr 1^7*'7? 

Cuar^do un empl'?a:3o ouenta el cambio^ despues de una compra, • 
i».-mt.lea t^enoralr.ente la adicidn o la sustracoldn? 

7. La baso d^ numeracidn que tlene los resultados basiQOs^mas 
senclll.c p'4i*a la inultlplicacldn es ? . 

8* ^'^^'^tres ^^crito on notaeidn desarrollada serlat 

' (2 X _) - (0 X _) - '(l X 4" (0 X 1) 

Si usnranon la nuneracldn en base 31 tendrlamos 
slmbiOlos diferentes* 

El valor del 4 en ^i^'^^^^^^^ es veces el valor del 

^ ^^velntisiete" ^ ^ ^ . 

1U (,po quo raodo dlflore el conjunito, de los nuineros card^nales 
(ai difiere) del cohjun^o de los numeros; natwales? 
iEs eori^cto "^el enunciado slguiente?: . ^^Puedo conolulr que 
el conjunto do niimeros cardlnales es cerrado respecto de la 
ojpieradldn de suatraccldn si hallo un ejemplo como 12 - 8 « 4 
pai^ llus trap est e hechb*^# ^ 
<7 • 5) -f (3 * 13) = (7 • 3)^+ (13 * 3)-^ En este ejeinplo^ 



e pi-. -^ivu-iU los nu.T.ercs cardinales so expresa? * 
el c^njiint? do los nunioros r.aturales la Identidad para* 
nvltiplio-tciarr e*s 

o^rc^esta inciuldo- on nuestro conjunto de i^umeros cardi- 
es bon el-prop6sito do ^ \ (Enunola una de las pro- 
fJTides especiales del cero. ) ^ ^ * . 

ia prorled?id aJ -tritutiva para reescriblr: (2 • 15) +. 

la propi^^dad asoclatlva para la adicldn de tal modo que 
pu'?da calcular en forma simple la sigulente suma: 



irica, i^sanao ^Iji operacion inversa, si 715 + n = 65. 
nur.ero do ni.;;neros naturales entre 6 y 4? es , ^ 

tenemos la expreslon (7 * 3) + (6 • 5) • 3 y apllcamos 
propiedaa asociatlva para la multipllcaclon ol^tendremos 



I 
i 



I 



f O 



^ « CapXtulc ^ 

GHOMKTHI^A DE rOSlCIOK ^ ^ * ' 

Estt* a:.o hrio v.^cu.diaao rr^ucho^* acerca de Xos numeros y sus 
Ht^opl^Mi.'ia'-*;'^ P*^r»o i nuriOros no son los unices objetos de las 
matomatlcae. qu;;- Int ^rosan ia gonte* Vivlendo como lo estamos 
en la "era fevl vapacio'*, oCi;.or muur.o acerca de pt^ntos^ rectas, ' 
pianos y espi'^i.^, HI ?rtv.di:^ las Idoas do este tipo se 
llama KOornet^H^'Tr n^ ^ 

t^vbLf^tr^ mar u : *,OOO^ifios el hointre ha esttidlado la 
i:-30ir4vtria tx\ut-u.dw ^nder ^nojor el mundo en que vlve. La 

geometrl-i <r.;:^ il^r.?3 vs, on yerdad, la rr.lama que estudlaron 

' ; los j.j;ric>;os Liic--* r*!*: it: 1,000 a:io3» Un famoso matematlco 
girl^-^rp llanado r:\.oliv103 \>^crlblo muchps llbros acerca^ de ^sta 
' eeo:::vtrla* Aur. ho:; ll^^*anios a ^esta parte de las matematicas 
goomc-trla "ou^lldo:;** o au clldiana*\ Nuestra geometrla es la 
niamu, pvrj 'jil^^ur.a^ nuestras exprcslones y inaneras de con- 
sidvrur iac :y;s!ia ar.n dlstlntas, 

^ En *:^st^i cTipltulc utilisaronos numeros solamente para contar^ 
tio u:::aremo3 la^ idea de dictancla o de medida* Este oapltulo* se 
^ llama geornotrJfe, "no metrlca" o geometrla *^de posicion", pero • 
tamblen podrla llaiharse geoRietrla "sin medldas", ^Te fija« en 
que "no ne^rlca" slgnifica nlnguna raedlda? 

Hoy en dla, cuando envlamos cohetes hacla la luna y ponemos 
' aat^lltos on orblta, ol estudlo dfe las Ideas geometrlcas es mas 
Important e que nunca.* 

4«l ♦ PuntoSj ^ rectas ^ espaolo 

Pun to 5 ' 

1^ La idea de punto en geometrla estd sugerida pof-la punta . 

-V, de tan lilpls o \in punto sobr-e la plzarra. , Un pun to 'geom^ trice es 
Imaglnado tan pequeilo que carece de Qlmensl<5n. En geometric no , 
^ damos una deflnlcldn para el t^nnlno^ "punto". ^ que hacemos ; 
^ en vez de esto' es 'descrlblr varlas propieda<3es de ios^puntps. 
^.l>e esta manera es como llegamos a^entender qu^ qul^lben cTeclr 
;^ los~ matematlcos con el t^irolno "punto". 

■ O . • ' • . ' ■ • - 
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Sspao lo ' . ^ , 

Irrj^ginamo? el espacio Gomo un conjunto de puntos. Hay 
una cantldad illmitada de puntos en el espacio. En Glerto 
sentldo, pensamos.en los puntos del espacio como descrltos o 
detenrsinfldos por -su posicion— sea que csten en el salon, en 
el mundo o or. el universo. 

Rectas • ' . ' 



?a2»a nosotros, una recta sera un conjunto de puntos en el 
-^paclo, no cualquler conjunto de puntos, sino cierto tlpo 
parti :'^;VAr d- ccn'Junto de puntos. El t^rtnino -"recta" signlfica " 
"llnoa rvcta". Una recta esta sugerida por el borde de una 
rogla, Tainblen lo esta por la int;ersecci6n de una pared lateral 
yN^a p:Arod frcntal de tu saldn de clase. »^ 

^ Una recta peor.eti'lGa se extlende sin llmites ^en dos sentidos, - 
Ko tormina, en ningun punto determinado. La interseccldn de las ' 
dos parades que hernos menOionado terminfei en el plso y en el' teoho 
del colon. 31n enlbargo, la llnea sugerida por esta lnte|»seccl<$n 
se OAt.^'^n.io Inie ^lnid?^men^e 'tanto hacla arriba como hacla. abajo. 

rrolatierr.ente habras oldo la expresion "a vuelo de cuervo".. . 
Un cuorvo, en general, vuela dlrectamente de un punto a otro, y 
por lo tanto la expr%si6n qtilere decir "en llne'a recta". La ' • 
trayectoria de vuelo de un cuervo, entohces, suglere una llnea 
geora^trlca, " Debeincrs, sin embargo, entender que esta "llnea" no • • 
coralonsa ni termina en los punl?bs "de des'canso del p^Jaro.' Se 
extlende sin fin en'ambas dlrecclones. 
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* lmiv:fx*at« aoa ^-aruui antes que mantier.en un hilo extendido 

entre ellcc* 31 oato ostd bion tenso, .entonces cualquier 

parte de ^1 represvnn^^i poroion de recta* Es la recta que va 
, de lob dedos de ur.,o de l:c estudiantes a los dedos del otro^ La 

3pecta como tal va trids^; alia de los estudiantes* La cuerda no es 
' la •recta, nl es tainpo Vo ninguna parte de la recta* ^Implemente 
es ima representation !de la recta que nosotros sabemos que esta ♦ 
allf, ^ . * \ 

Sin camtlar lu posiclon de los dedos* de los estudiantes, ^ 
i^xioto r.aa de un:i position poslble para el hllo, extendido? 
Probablonoi;*.:: p***r.3'irHS: "ror supuesto que no**, y tlenes raz6n* 
Has deiicubierto ahora una pT*opiedad baslca del espacio* 

Propled U r'or ^ d03 puntos dlferentes del espacio pasa 

exactaniente una recta * ' 
Corrso pu*:-:K^3 7«^r^ ihay ufi^^ni^inero lllinltado de rectas en *el 
espaelol . * 

Urjanac rocta:: podir.oo obtener una buena idea de como es el 
eopaclo, ^Jonoldora un punto en una de ins esqulnas superlgres del 
eacritorlo ac tu pro:'j:;or, Ahora conslaera el conjunto de todos 
los puntos c.a>^rldos por las par^edes, el plso ,y el techo del at.la# 
Entonct^s en cada pun^o de este con Junto hay una recta que pasa por 
el y el ^pt;nto qu^*j has •slegido' en el escrltorlo^ de tu prafesor* 
Cada^recta ot^tenlda de esta manera es un conjunto de puntos* El 
espacio esr-a hecho de todos eatos puntos* Recuerda que estas^ 
rectas no oxtienden fuera del salon* 

' De la mlcr.a ir.anera como no deflnltnos en forma preclsa **punto" 
. y "recta*%^no deflnlmos en Xorma precisa el termlno *^eapaclo*\ i 
Es*tudlaJnos sus* propiedades y de esta manera uo entendemos* Re-» 
cor^^mos que esta Ide^ deJTespaclo es la miei^a que tenian Iob 
r grlegos do la antlgiiedad,^ y. se,la ha estsudlado en las e«c4elas* 
-^I jdesde entoncest ^Podemos realmente compren<ier\ ideaa .como las d€? , 
J espacio y pujnto 3<Slo despu^s de mucho estudlo. ^No podemos pre- ♦ 
i.; .it;ender que se pweda render todo lo concemiente a ellos en 
pocos dlaSj una aemana o'slquiera en todo el presente aflo* • 

, l^oblemas para anallzar en , clase 

. 1 * Consldera xntiB} de las i«ectas <imb pasan por el skcapuntas 



y el tlrador dv la puortia de tu salon clase. .^Por qu^ objetor 
ciol Galon Vatravicsa" esa recta? ^Qu(? objotos fuora ^el salon, 
son ,tar.bl^n atraveaadbs por <^sa llnoa? 

:i. poeta' aatematico podrf-a decirj "El espaclo es como 
un puorco o^^fn. orlzado espinas\ ^Be <^^,4 mane^^a es esta ' 
dOGcripcidn aor^ojantc^ a la de la oxposicidn que sigue a la 
propledad i^ • ^ 

E Jerclclos * ^ ^ . 

U Para la decoraaiin de un fostival deportivo, se ban tendido* 
cintas .de papel crep^ entre dos puntos de una pared del gim- 
nasio. - :,Ber.\;estra- esto, contradiciendo a la propledad 1, 
q;,.,.,Ge piseden tranar varias Vectas georadtrlcas por dos puntos? 

2, Cuancio ur. topdcrafo marca los llmltes de un terreno, pone 
"hltos" (pequ.e:.os bloques de piedra) en las esqu^lnas/ Un 

. agujerito.(o ur. clavo) puesto en la parte superior de cada ' 
hlto repr-G-nta un punto. El sabe que si nadie. mueve'los 
hitos, lc;s llT.ite5 origlnales pueden ser determlnados ' 
cualquier ^rorr^ento, iPor qu4 estd'seguro de ello? ^ 

3. Jn vloliniata o un arpista aprende con exactitud d6nde debe 
colocar loc dedos en las cuerdas de su iristrumento para pro-* 
ducir e.l son! do q,ue desea oir. .. Guando se una "cuerda, 
se reompI^Ea por otra. ^Como sabe el ipu'sico, *sin mirar, 
ddndo dobo co;LDcar los dedoc. do maneira ^ue pulsen la cuerda 



hueva? 



4-2; Pianos 



. Gualquier superficle plana, como una pareQ, • el 'piso, -el' " M 
tabiepo del escrltorlo, un trozo de tabla.o una puerta en cual- .'S 
quler poslcion, suglere la idea de piano en- matemdtlcas^ Como ^ J 
la peeta en matematicas, un piano se imagina de extensi6n iliml- 5 
tada. SI partem de un punto de un plwio y slgues cainjlnda sobre . 1 
el ralsino^ en todas las ^Ireociones poslbles, -esoa eairflnos Van * . ^ 
a pewaanecer en el piano, pTej^o sin tener fin. Vn plimo, piaes, * J 



_io tendrla fronteras. 



Pensaroos que el pl»ano convene muchoa puntos y rectas. 



Cuar;do mlrao purvi, pucUu^s ini^tginar mucnoa puntos en alia, 
as-t ourrio lac re\:t^AJ q cont-leriorT eson puntos. El traso 
quo la paruu .v::'l aildn encuontrr* al t^^ci.o sugiere una recta 
l;ar;to pi ir.o rc^pr^^n-r.t^ido por ol^ tecno como en el piano 

' dtf la paivu* Lo^ >ordei^ los portatiz^^s reprej^entaji .rectaSj 
\ do las cualoc, por lo menosi osta en el piano representado* 
por* la pl;:arra»* Cualquier nur4t?x»b*de puntos y rec.t;aa podrla 
dibiijarae en la pizarra pari ^epresentar puntos y rectas en 












% 






Los rj.-^t-j^radticos inaginan un piano como 'm conjunto de puntos 
, ,del espacio. No proclsamente cualquler con junto cle puntos, slno 
una espocio particular conjunto,' Hemqs vlstb ya que una recta ' 
Les «n conjunto de pvntos en el .espaclo, una ^specie partlculai* . de 
-^conjunto, diforente ia del piano. ^ Un piano es una manera como 
gJ.os matematlcos .Imagln^n el ideal" de una superficie plana* 
£ Si , so marcan dos puntos en la pizarra, por el los se puede 
l^^ar.exactamente.una recta. ^Es esto, Juatamente, lo que dice • 
|;4,a prdpiedad-1? Ssta recta estd sobre la plzarra. El piano 
grepresentado pq4» la plzarra contlfne al conjunto de puntos- 
gg^reeentado por la recta; que has trazado. " ' , * 



. *lr,agina dop pun to? marc ados sofcro tabla. Una parte ae •• 
la ropta que pasa por osos dos puntos pyede ,.3er c(lbu jada sobre 
la tabla. ^Estara la recta, ^ue pasa porcjosps dos puntos ^pobre * 
el- piano do ia tatla? Podemos ahor^" conplulr: ' •* 

Propledad 2 . Si una recta contlene" dos dlferentea puntos 
^ HI Plafto." esa; recta esta en el glaho, 

♦' Buspa un j)ar de esqjil^s "ge la part^^- delantera Mel techo 
do t^* sai^n de clase. ^En cuanto.s pianos eSta contenido ese 
par de ptihtos? Si imaglnamos como m par de puntos los extre- 
morde la coatura de un bloc de p.apel, -podemos ver qu^e los pianos 
r^epr-.-soritadoc por laa paginas del bloc, contienen esos* puntos. 

^ La pregunta podrla proponerse^ asJ j "^Cuantos pianos con^' 
tlenen un detorr.inado par do puntos^" >l^bloc de papel, ablerto, 
con a,ud"hoJas ei. cilstintas poslciones- sugiere que hay iRuchos 
plsnas q^io p-«i3in por un par de puntos especlf Ica^o. La paired 
rror.t.al y el tvcho reprecentan • dos pianos - que pasan por los 
,pi:ntOi5^^yr»^ttntados por^las dos esqulnas "^frentales superlores 
oui .u.4'lih. { Xuestra con raovimi^ntos de manos las lioslclones de 
otros pianos 'que pueden pVar por esos drf© ptintos, Una* puerta 
oh varlas poslciones repres^enta varios pianos que pasan por dos- 
pur>tos: 3«^s blsagr'as. Podemos decir: "Mucbos pianos contienen 
un par de puntos"; ' • - * • 





•I 



. Suponte ahora que tewemos tres puntos que no est^ 8itua<loai 
spbre una mlsma recta, por ejeraplo, tres es^ulnas del tablero dei 
eacrltorlo de t^J maestro. El extromo inferior "de I'a^ patas de un' 
banco de tres patas es otro. e jemplo, Tal tJapco ae ^oya fliwe- . 
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"mor.to' sohro 'i-l nuoio, mloj.ti'aa qud una sllla de cuatro patas no 
olvn»pr>.: v^--' .jpoi'ii tan bleu, a m^inos que est© muy bion tfbnstrulda. 
Coloca lou do -^os pulrar, Indlce y medio de tu mano derecha como 
ae ix^.dieu on la fij-ura do la p^glna jinterfor, .mantlnlos rlgldos 
e imaglna sus o.xtromos como pimtos. Ahora tdma un ilbrd o cual-^ 
quler otra superflole .plana y trata de colocarla* de manera que ^ • 
30 apoyc* '>r4 esos tree puntos. ^.Puedes sositener el llbro en esa 
posicion? 4SI flGxior.as la murieca y c^unbias la po^icidn de los 
dedos* ontiH. ol llbro en una nueva posl«Glc5n? Con' las inanos en 

'oualq'dor poslclon, ^hay mis una -manera en que pued^s sostener 
wua avp-'^mol.:- plana sobre las puntas«de tres dedos, estando 
«5»4:os I'ljos*? Pareco claro que hay s>d1o una posicl<5n para la 
auperri-ii-:^ plann. 




Propleaad Treb puntos jeualesqulera que no esten en una 
^ . - iTtlsma recta, est^ en un solo piano. 

^Ves c<5mo esta propl^edad suglere que si pat'as de qna ellla 
no son exactamente* d^ la mlsma longitud, podras ti.pcyar la sllla en 
traa , patas* perojio en cuatro? . ■■ 

En la^flgura anterior bay tres puntoa. A, B 3, C, en un 
piano. Se ha dibujado la recta ^que pasa por A y, y i? reota . 
que pasa por By G. Las r^ictas punteadas se trazan de''aian«ra" " 
M^ie contengan "dos puntos del piano de X, S y. • Cada recta 
punteada ^contlene u^ punto de la rtfcta que pasa ^jor A »y *.B, y . *^ 
un pun to de la recta que pasa por By C* Las rectas punteatjas ^ 
eatfin cbntenldas en el piano. ^Qu^ propledad lb establece aai? 



Loa a-:>nJ.;ntO£: dv* iS^.n^o;:' reprec^ntadoG per las rectas punteadas 
eatari cojit-ursiaos; or* el plano.» hiedo ahora (Jescrlbirse el piano . 
Qu«i oontlwe a l"sis j5;-ntos A, *E ,y Cj es el con Junto de todos 
lo^i puntos qusi estan sobre rec'tas*' que contien^Q .dos puntos de 
la iMguri qv;o consiDto en las rectas (iue pasao^por A y B, y 
por B ^ C, * *^ ' ' 

Probler.rts ^-2 a para ^nallzar en 'Clase 
piano oorti^ne tres puntos sugerldos por las dos patas 
dolanttiras del t-scritorio del maestro y el sacapuntas. ^for 
icualoa objetos ciel^ aula p'iru ecte piano? : ^Por cuales dbjetos que 
ectan I'^jior.A ael aalcn tar*ti^n pas.'i'? * 

2, Colr.ca sobre tu pupltre una regla con el fllo hacia 
arx'lba. Mant-en i-1 b^jra:;^ de ^una superricie, por ejeinplo de un 
cart6n, en rr.oviriientb y en contacto per^anente. con la parts 
superior d.-l -p,,pi*:r. , pero al mismo tiempo mstnt^n el contacto 
con -jI bordo svperiox-* do la regla. 'IncWna- luego la ^per- 
flele, pr!.n^jro,t;raci'.;alr.onte ,y luego inas verticalmente; iEn 
♦cudtntac po;:ro!ont?s ixrollnsidas se puede colocar la "superflcle'*? 
Sobre tu pupltro, poro no " collneal con la regla, .pon un borrador, 
un^^ tacfi'A'la, una bol ilia o algiSn otro objeto pequeflo que sugiera 
un punto. Cploca 1g superfieie' sobre este o^^jeto y el borde / 
^up«5rior-£{o la" rogla. :De cuantas raaneras se puede ahp^a poner^ 
la superriclt? ue tal forma que tome poslc^ones Incll^iadas? iC6mo 
mue.strjji^ vistaa dos sltuaclones lo enuhclado por las propledades 
2 y jv . 

Ejerclcloy 4.2 

1. En cierta dlsposl^jion de.tres puntes diferentes .en el espaclo, 
3» les puede encofitrar en -cadi uno y en muchos pianos k la vez 
, " .-\iComo eatan di spues to slos piantos? . ^ 

2j ' otjra dJ^spoalcion-; trea pjdnbos dlptlntos sdlo pueden 
encontrar a la vez en tin "s^lo plano« iC6mo estan dis- 
puestos los puntos?/ 
J. .Los- fot<5gi*afos, topdgrafos y artlstas, en general usan tvi* 
pedes 4)ara soportar sus' equipos. ^Por qu4 es mejor usar un 
' trlpode con est© fin, /que un. soporte de cuatro j)atas? -iCdmo 
ae apllca aqul^a propledad 3? , 



\b) "i* par* 'J'^urito.*; <l:idosV » ^' ' 

.(a) p:;n»:o dado? * .\ ' * 

(b) ". Un par <!e pur.tos dad^? ^ ' . 

(c) -Jn conJurito.de tres .puntos" dados? ' 

6. qi^e se usa la palabVa "piano" en Ips slgulentes nombj^es; 

aefoplar.o, i;«.droplano*: BuGca on un dlcclonario las defini- 
olot-.oG de planchvt-v y planografla. , ■ ' 

"V. . iCu^rhiac r-'V,taa go ^x^oden trasar por cuatro punios, tonia'35s*de 
dbs eji dos, ci »los puntos; * 

('0 K»-:':<r. -'r. •:r^r.l3Tr>o piano? • ' ^ 

• it) :;o 'loT-in c-r. v;r. mlsko plarto? • ' ' «• - . 

8. IHCBLShA I-IPICIL, Sxpllca lo slGulente: \sl dos rectas dis- 
till?; I'uc av: l:\-erc;c'Car., hai' un lanico pl*ano que las contlene. 



1 — ' yr-. » 

Kfr «'oc>v-.r>bro aslgnar una letra a un putito-^ declr "punto A*' 
o "pur. to B", sogiin que letra se le haya aslgnado^ Las notaclones 
como tSstafi 5on cuena^i, pero debemos a^eguramo3 de^que teu slgnl«^ 
ricc^ao oGte bien claro* 

Una narquita^Vedonda ropresenta un'punto* Indlcaremos a qa4 
purao r.oa reff^rimos ponien^olde una letra (habltualraente majnSscula) 
tan jArca cor.o se5a posible. En la flgura quQ slgue, icuil de los 
puntos estr$ Ais corca del maTgen de la Izqu'lerda? . ^Cudl estil mas 
cerca del rJiargen de 1*^ derecha? . ^ . 



r 0. 



puc-rio rvprw^vriiar una r!?ota de dos maneras, as! 



o slmpl>>nont^> nsl " , , En la pr-lraora f Igura, ^qu^ 

augldreh las rivohasv ^Se extiendw una recta inderinldamente en 
doe direccione-sv El dibujo, entoncos, sugiere todos los puntos 
de. la rwota y no solo Ids .que ae pu^den marcar en una p^glna* 

SI destriamos llamar la at^^noion sobrg^ varlos puntos de una 
recta; Ir, hacxixnos esta format a 



■y la rcGt i pv- • ; 
son Vecta AC" o "re^j^a 



A C 

lla.T.ari:o "recta AB". "Un simbolo para la • 
As. Otros nomfcros para la recta de la flgura 
3C", Los sijnbolos correspondlentes 



sorlan AO o 

ObQorv:i-q0 la palabra "representa" aparece frecuentemente 
en oatac oxpllc-iclor.oc, Un -punto ost^ "reprcsentado" siraple- 
raonto p:-r unh rrnrTrit-* redonda, pues por pequeila que sea esta 
niarc.;., tier.a alernpre -^^Inejislones. Pero un\punto en geometrla, 
no tlenc> ai5ien>.'.on^s. Tainblen la^ rectas traaadas con tlza'son 
gruoc.iG, ondul antes y rpecuentoraento Irregulares. .^Son as! 
realr.cr.:;c; laa roctas feteorietricas? Recuerda que "recta" signl- 
'fica par;\ noGot-ros "ifnoa recta". El dlbujo dfe .una recta hecho 
con un lapis hjen -ifllado ciobre un p^pel blen llso se parece* " 
raas a nueptra Idea, pt>ro sus Imperfecciones aparecerlan si- lo 
vl^ramos con 1-ente de '.auraento. Entonces, 'con una liiai^uita* 
^ - redonda adlo indicarnos la'sltuacidn de un punto. El dlbujo de 
una recta sol amen te representa la rectaj pero no eprealmente 
1ft recta. Ho es una falta trazar ,una recta a pulso (sin^regla), 
pero del^erlamos poner un cludado razonable al hacerlo. * ^ 



Atl oarso ■ver;i.T.cs nvsoaiciad d-- roprcscntar puntos y rectas, 
tambidn r.ocoait.xT.o^ "rcpron^ntar" ur: piano. La figura (a) es 
el dlbujo :ie -jn tabloro dam^s coloGado. sobjfe ol tablero 4e- 
una rr.eaaj 2i rigura.. (t) "ec lo r.lsV.o sin las patas, la figura 
(c) »?5 el tatlerq do dainas solo. 




(c) 



tabli-^ro dx^ i;na mesa sugiere una porcion de un piano. En 
,'i5ti^ CJ.CO vl tafclero de tiamas suglere una poreion mas pequeiia, y 
loMi cuadroc dc-i triblero, una porcion aun mas pequeMa del piano. 
Si queremos hactir un dlbujo sobre una ho J a de papel, usamos una 
figura ^or.^oid^il, eomo se ha-vlsto arriba. Los puntos en el 
plriTiO indlaan en Iri mlama forma como los pantos sobre la 
recta*: 



En esta figu»ia, t,^*^ parece que los puntos A y C estan 
mas cx^rca de *tl. que el punto B? SI* no te parece asl, iiaaif^ate 
que el punto B es una flcha de tu conten^lente, eltuada cerca 
del bordo opuesto del tablero de damas. Entonces A y C 
serian fichas que to p« rtenecen. ,^ 




•Er. I-i ritr-,rr. q'.;e precodo. A, B, C y D se consideran 
eorw- pi.:.toG ^r. el pl^no dol t."^blero de daraas. For los puntos 
A y H so 'ira-a l;r.a recta, y otra por los puntos C y D. 
I»e aci;«=rsio oor. la propiedad 2, jque se puede declr sobre ^? 
La propiod-^d i: establece: "Si uiaa recta oontlene dos puntos 
dlrorenv??. d-v plar.c, eoa rocta esta en el piano". iQu4 se 

K:.^ pop.2Vlv que ^.r.^ recta atraviese o "perfore" un piano. 
Vna r:r:..rM cor. tal si^uacidn podrfa aparecer as£: 




z. 

La porcidn pur.teaaa de ?Q estarla oculta de nuectra vista 
si la parte del piano fusra la superflcle superior de un objeto. 
opaco. » 

Muevamente aeciaos que el dlbujo solo, "representa" la 
sltuaeion de qise tratamos. ' 



iitu Jo ropr^*scnta lihro abicrto; 




Si qultaran nodas Iv^s hojas del libro, salvo una' tJel 
conjur.to supcrrior^ el difcx^Jo camblai^la asl: 



Esto sugiere ohora la Interseccldn de dgs pianos, uno que con- 
tlane las tapas y otro que contlene la ho^fa que se dejS» Como 
hay mas un piano en la flgura, es necesarlo.marcarlos, 
Aslgnemoc letras a algunos puntos la flgura* . 
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iCorno podrl3r»03 utllisar la propiedad 3 para caracterizar 
los pl'inoi? la fi£;\;ra anterior? Recuerda que la propiedad 5" 
'establecc; "Ti^-es puntos cualosqulera que, no estan en una misraa 
recta, ecLan on ^actariente un p.lano". ^Sugleren las letras 
Aia), la hoja vertical o la pasta del libro? Observa que los 
puntos A, 3 . y D "no estan> todos sobre \ina mlsma rocta". 
Nuchas personaa estarian de^acuerdo en que esas letras su- 
givivn la hoja vertical, la misraa que siigiere un piano que 
pued^? dosignarse coir.o ^'piano ABD". De manera an^lpga, la 
pasta del libro deberla -llamarse "piano ABC", pero parece que 
"piano ABE" podrla ser otra manera de identificar esa pasta. 
Fara moGtrar que apirentemente se pueden dar dos nombres a un 
rnlanio pluno/,dererfa ser posible escriWr, - piano ABC = piano " 
-ABE, sienpre quo. estuvi^raraos seguros de que el slgno = signi- 
flca lo que. aqul .decimos. ( 

La nocion de "conjunto" nos serla muy tJtil para expllcar lo 
que? se entlendo por "igual"" en este caso. Veiss lo que se puede 
afimar sobre la sltuacic$n descrlta por la flgi/ra; 

1. El piano ABC es un conjunto de puntos que sfe extiende 
mas'all^ de la pasta del libro. * ' 

S. El piano ABE es un conjunto de puntos que se extlen'de 

mds alii de la pasta del libro, 
5. ^ Los puntos A, B, C, " E y otros que no han sido indl- 
cados estan en el piano ABC y tambl^n en^el piano ABE. 
En otras palabras, todos* los elementos del piano ABC, (un con- ' 
4unto de puntos) y todos los elementos del piano ABE (un con- 
Junto de. puntos) pareoen ©star contenidos en ambos cop Juntos 
(plands), Dlr^mosj "Dos conjuntos son Igualfes si contienen 
I08 mlamoB elementos, y sdlo en ese caso'V Segan drfto, piano 



1?S 



r^r 'p*Ylrtr r \^?, 'd>;?ciinoG que el conjunto M 



ea l^:vial cor..* •r.>.o 



son dos nombres para el^ 



U Tbniv>:..uo .r^ 0^^::^^^^ la :nar4erri cor.o 30 toma una paglna, (,(ivie 
♦ piiriVo ir4dicado en *f Igura anterior esta a la Izqulerda de 
ODV %Ci;^^.l egta ^ la dereciia*? .^Cual .de los puntos Indicados 
ectd r.aa Cu^rcri d3: corde superior de^la pagina? ^Gual esta 



2^ Galea los puntos do^ la flgura precedente en una ho^a de,^apel. 
Ce aiiora en adelante nos referlremos a la f*lgura que has 
copladol Vne' A con B, luego B con C con 1). y D 
con A medlante trozos de recta^ en este orden^ Ahora une 
A con B con'^ y con ^Qu^ mueble podrla 

represontar eotc dlbujo? 



3. Galea la flg^ara antei^lor. Vm A con B, B con C, C con 
^ D, D con A, A con X, B con Y, X> ,con V, y C con' U. 
6 Que ha pasado con la mesa? 





4. 



5. 



6. 




(g) 



Cada uno de los dlbujoe anterlovea repreaenta uno de loe .* 
objetoa enumeraclos a oo«itlnuaol6n» Indlca qu4 notmbre correa* 
ponde a cada objeto* * ' • 

Catre Gampo de futbol ^ Cuerda para sec^r ropa 

Meaa de ping pong ' ^ Valia para aaltar Eacalera 
Tapete Meaa de caf ^ Puerta ablerta 

Silla' ' . Estante ^ 



Haz dlbujos que repretfenten loa algulentea ob^etosj. 
Pupltre ^ Plrdmlde de baae^cuadrada 

♦Cubo Gaja de cerealea 

EJfi la flgura que algue, ^ea el punto V un punJ;o .de 15? 
el punto Q un elemento del piano? iliO es V? iCuintoa 
pigAtoa de PQ aon elementos del piano? 



iEa 



J 



« .ST 



I 
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(a) > (to) 

La flgura (b) es una copla de la flgura (a), salvo las letras. 
A tres Jdvenes llamados "Tomds" que. est^ en la mlsma clase se 
lea puede llamar T^, Tg y para np confundlrlop. Bi 
forma semejante, tres rectas dlferentes pueden ser deftotadas. 



iy Los nuineros pequefios no son exponentes. 



con i^, «2 y 

Se llaman "sublndices". El piano .ABD de la flgura (a) corres- 
/ponde a. de la flgura (b). ^ de la flgura (a) corres- ^ 
ponde a de la flgura (b). . . . 

En la columna de la izquierda se indict partes de la flgura (a),, 
. Hazlas corresp'onder con las partes de la flgura (b) Indlcatias 
en'-la^ polumna de la derecha: 

Partea de la flgura (a') Partes de la flgura (b) ^ 



(A) 25 ' 

(B) ' Piano ABC 

(C) Piano ABD 

(D) Piano EBA 

(Pf La lntersec<5l5n del 

♦ piano .ABC y el* 

piano ABD 



(B» ) ^2 
(DO Mg 



♦ & 



M^^^iSttsi^x^ alguna ventaja el uso de ios sublndloes de la seguxi^a 



ERIC . * 



i29 



j?^ ^ l.'a ilnlca recta que pasa 



^Cudl Iri Into-rsecci'dn de 
* * 1 . » 

■ w 

• * * d 

oHncontrara *i ' a j?^? 
:,?.stan ^ y 
mljmo pi- no? 



en un 




^->. InterseGclon ' de oonjuntos ^ ^ . ' . 

Introducirc-!na>c nhora al0<nas Ideas utllos c In^ortantes sobre ' 
Id's e n.!unt53« , ' * • 1 

Sea .'a = {1, 2, % 4,* 5, 6, 7, 8, 93 ' 
^ Sea 3-= (2, k, 6, 8; 10, 12, 14, 16) . . ' ^ 

oe^i C ol con Junto de l©s elementos que .estan' en el con- 
Junto A y tamolen en ol conjunto ' B. Poderaos esorlMr Ga 
.t2, t^, 3}. Llamacios a C la interseccldn de los conjuntos " - 
A .V B, ' ' • ' i 

Sea R el conJunto de aluihnos pel^rrojos* . • * 
Sea S cl conjunto de aJLuninos que saben nadar. 

• Podrla^ ocurrir que un elem'ento del conjunto p (un aluini)0. - * 
pellrrojo) este en el conjunto S (es declr, sea uri '^lunino qi^e 
sepa nadar). En realldad, podrfa np habej*, tales elementos' 
comunea, o podrla haber varlos,^ .En Hodo case, el conjunto de:/ 
nadadores- pelirrojpc cs la lntej?seccl6n de los conjuntos S' y 

Un* conjunto que no contlene elementps se llama "conjunto 
vaclo"» ' Etotonceg, si m hay nadadoi»es pelirrojos, la ^nter- 
seccl<$n de los conjuntos S" y. R eg el^ qdnjunto vaclo, 

^^Sean H .e^l. conjunto de alunmos de tu clase y K el- con-' 
'Junto de nlilos que tengan menos de 2 ^Hos de edad* Entonces, * 
la intdrsecci<Sn de H y - es el conjunto yaclo.^ i No hay 
alumno? .en tu ciase q(je aean menO-res de dos aHosJ 



es^aeelr, E (1 sirnifica *'la Interso^t^cion de los conJuni;os E y 
P"* Kntonco^, ^r-rirlai;cionoi: loa oonjuntos antes menclonados, * 

y. . H.n S cl conjunto de los nadadorss pellrrojos»y 

» ii n r. j^: cl conjunto vaclo, , . 




M, r :;pre3er.i:a una rr.esa cie ^plng pon^, ropresenta una red* 

La i*igura de arrita sugiere dos pianos 'y M,^, La linsa.i 
^ pareoe ear^ar en y tartblen en M^, Todo pun to de -M^ que 

esta tambi'Sn.^^n 'M^ ^^areoe peVtenec^r a la recta Entonces> 
parece clorta 'la slgv^ient-^ aflrmacion: 0 ^ \ * 

Alguncs kablan dV\as Intersec clones de manera un -p^ocfo dls- , ^ 
*v tlnta de copo lo hacedos atiuiv Cuando nosotros declmos que la 

Ittterseccldn de dos c^.J^.nt^^s es vacl?i> ellos dirlan que los dos 
" conjuhtos no se intersecan* Cuando declmo'a nosotro^ que la inter- 
* S;ecclon do dos conjuntos no os vacla^ dirlan ellos que los* dos ^ 

♦ conjuntos se interseonn* Las ideas son las misms, pero el 

* lenguaje es ll^e^ar^enre aif erente; * . 

* . '. EJerclclos ^-4 

^ U Escribe el ♦conjunto cyyos elementos son; 

n (a) Los nuiaeros cardinal es mayores que 17 y menores que .23. 
C:" ^ • (b) Las'"aludades de tu estadd' que tengan laas de ^100^000 \ . 
? , , j;abl*taiitc?s. ^ , / " > " 

(c) tios mlembros d"e la elase r^enores de -4 afioa. . . 

I". 2. E3crl"be tres eleraentos. de cada uno de los •*slgulen.tea coxU^ntosi 
{a7 Los nuiheros cardinai^es Impares, 

numeros cardinales dl visible© por 5. 



■as" 



1. I 



(c) hi vionjunto de puntos la slgulente recta, algunos 
du- loa oualea^eatan marcados en la figuraj 



r V 



Indica lo3 elsmerftos de las Iriterseccionea de los si^^;ente3 , 
pares de eonjuncos: . ^ / ^ * » 

(ti) Log* nymeros cardlnales del 2 al 12 y los niJmerds 

cardinal es del 9 al SO. ' - % 

^(l-j Los. alunir^.os y aJLumnas de la 'clase y las -niaaa de cabello 

ruble. * * 

(c) El conjunto de los^puntoa de la 

recta y el con junto de los 

puntos de la recta kg. 





(d)* El conjunto de los puntos del 
piano el cpn Junto de 

los puntos ciel piano Mg^ - a ^ 



Sea S ^ {4, 8, 10,* 12, 15, 20, 23} ' ' ^ 

f2, ?, 10, 15, 1-5, ai,;23)^ \ ^ ^ 

Imaglna que la tapa, fondo*y caras lateraleja de, yna caja de, 
tizas soa conjuntos de puntos^ * * \ ^ . * ,\ 

(a) tCual* es la lnter3?GGl<5n de dos caras que se encuentran? 
(b^ iCu^l la lnter8€ccl<5n de la tapa .y el fondo? ; 
Sea S el conjunto de los \.e3tado8 de Nueva Ixigiat^rra "(Maine 
Nueva HanvsHlre; Vermont*, Massaohuaetts,' /Rhode Island y 
Co5»nectlcut), ♦T^ el conjuntb de estados cuyoSi nombriss'co- 
micnsan con la palabra ^*Nueva** y* eOi 'oonjunto estadd,8 
que collndan con M^Jlco* • " ♦ • * " , 

(a) Has; llstas de los estados de los treo ocmjuntbs, 7 -y 

usardo la notacldn, { > }• 
(•b). iCudl'es.^S n,T? * i„ * ^ * ' 
(d) 4Cull e« ''s n V? 
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»7. El conjunto lo$ nUmeros cardinales que son mxSltilJlos de 5 

• «03 cerracio re^pectq^^de la adicldn* 

(a) 4E8 cerrado' respecto' de la adici<5n el cortjuftto de los.. 

♦ liiJmeros caarelinalea milltipaos de 5? ' 

iEs cerrada respec'to la. adi'cldn la intereecoidn de -los 
con^ur^tos descrltos en eate ejerciclo? ^-Por'qu^? . 
8* PROBLEMA.DIPICIL. " ExpllCa poi? qu^ la ."iriterseccidn" tlene la 
prdpiedad de clauaura y es .comutatlya y aaoclativa* ^ otras 
..paiatras, si X., Y y Z son conjuntoa, expllca per qu^: 

(a) X ^ Y es .uri- eon junto ' ** • ' .v .... 

(b) X n Y = Y n ' X • 

(c) (X n Y) n z = X n (Y n 2) " • - 



^ -S* Interstftcolones de rectas ^ pianos 
Dog ractas \ ^ ' ^ ^ 

MlVa una caja de *tl2as e Imaglna que sua ayistas^sonrectas, 
' Algunaa de esas rectas se Intersecan y o^raa no. En la tapa de 1^ 
. - caja hay algunas rectas (arlstas) qup se intersecan' y; otras que no.- 
• '.SI no3 Irnaglnamos la? rectafe que estdn en la' tapa y en el fdhdo- de 
' .la ca^aj vemos pares que se interaecan, ;parea .que nd se liHtersecaa 
' . pero que tlenen la mlsma dlreccldn, y:pares que ,10 ^se • Intersecan y 
^ no. tlenen la mlsma dlrepoldn. ^Ea esta a±tj|iacl<5n la mlama' para 
• laa arlataalde tu sajdn de dase?* (Una. arista ea la linea de , . 
' Interaeccldn der doa parejdea; o de ufea pared 'y el techo." o dfe^iina ^* 
pared,>;el pXuo.) ; • • \ . , t . 

^' iPudde&.poner loa brazpa en unjet po8lcl<^ tiar'que repi^psenten 

L.* retctas^que se Intersecan? iPupdes- ponerloa* d$ tal* manera "^lue laa 
^* V rectas que ellola represen^an no se* Ihtera^equen pera tjengan, la 
i mlaraA direccldn? APuedea ponerloa-de^manera qu« 'l&s reotaa <pae 
£ replreiaentan no ae Intei^equen y '<iUe no te^hgati la irilffiRa dlrecclon? » 
i*^ . iHay t>tr^ po^lblllKiadea i>od^r ooldcar doe recjtaQ^dn io que 
I- respfecta a ^nWrsecclones'* tile pares ^de rectitf^ * * . 
If * ' Ii^8 poslbles Interaecclones de dos.^ rectas dlferentea pueden* 
^ . *se3P deeci^taa en trep ea«os*, Se;.h^- dlbu^ado flguras^|>awi 
B'^ * ^ ' * * * * * y 
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el Wrcer cv^ro, .^p^f^civ^s ini^.tTin-^.rt^e In raEon per la cual ea 
^Iflcll repreovr/.ari. jon^ una ri^urlfV^ Mlra la flcura del 
problems r uv. loj iijc-rciolo^j^ ^-^i. ^Pourla usarsela para el 

^ * * n k r.o cor.,*x^nt:o^ vacfo* 

V J k /jno puode^r toner on ^ 

. ^ que": . 

n el con J unto vaclo^ ""^^"^ "^^^ — ^ — 

.y , «< estnn on el 'Tnismo 

pi v.-.w. t ^ k GiJ ll<man paralelac' 
j^' ,^ k sc ci^iznm Bin oncor.trarse, ^or. decir, no se^ 

^r.-»,.iv:u jin y no est-.^n »in un.mlsmo pl'mb. 

^ - el con Junto yaolo, y i 'y k no estSn ' 

' ' -vr. vl" piano. rioelV.OG que " / y - k son rectas 

' _Hi\ .f HOEL-v'A MFieiL do-la Seccldn A-2 se te^idld que 
exp^llu^:;^ria por que dos rectas estan*en un mismo piano si se , 
Ifit'^rs^c*:-. Hr. li rii*;Jr:i ao r.uostran do's roctas q*u£? se 



Caso >, 




Iriteraetian on ol p^^nto A, B og un punto sobre uha de, las. 
rcctas y C ,.un pun to sobro la otra, Por la propledad Ji hay 
exactamonte i;n piano quo contlenclss puntos. A, B y C,* 

For la propl^idad 2, AB ^ esta on ese piano. . • 
.For la propicda^.2, AC est^ en ese^plano. 

Hay ei^n^ctamentc un piano que contlene esaa dos rectis. 



1^ 



ERIC 



• ' (-0 ■ . (L) . (c) 

unu xv*c^i 1 y u:; piano 
. i_ 

Hlj- v.nri Tianera do 'colocar* uiiu pocta y plino de manera que 

per L,:.a i--s :*i,:-ui*uc pVocedenle;-\ otra ma^ora de disponer 

* uii^t r-cMM :; UK pl'i^.o ue r;ar.ora quo intorccccidn contenga muchos^ 
^^^tiv .J* :,v»^ ri)>r:i, cnti-e lac ariterioreo, suglere^esa manera? 

' Ha:Aaiu* uuro nodo aispoivvi' i;rr: recta y nn piano, de manera que 

• Gu intc-r;: jvelcii no. ccntenpa ninrun punto* Si escogiste blfen las 
uca prl::i -rfj ri;';r no tendrin diricultad eji encontrar, esta 
tu^w, i\ic*-'^X :vn"»:>v^nr.^ Si ll.w*ar,os 7 a?ida ur4a de las dlsposl- 
c!oj.**c 'A:.t »-riDrv'r .r/ "oano*% * ontoncec estos tres ^^casos'' pueden 
taiuLi vh J .^r c\r\rl Pv->r lf;c caris vV arlctas de una caja tisas, 

jai'i :t ip^\ \*^. o Ids parodos y arlstas del salon* 

Ponc.erriO;^ ij ^rj -doc plii^ibs dirorentes ael espaclo* Suponlje 
q^ir In t:.*- Mjolcn nr. vat:Ia* iCon^tondra esa ylnterseccion mas 

* ui. puj.W: Obi5->^vvi qut> los plrtnos do las parede^ fiK>ntal y 
lat».r ;l wij ;i -1:^1* intorcuoan eii mao de un punto* SI tomas 
uJii,t.o.'u;v av p'lpol^ *uia on oada V*ano, pareco como ol estas hojas 
puviictn?. u :r acr.Wrldas do mnnera quo tengari un solo punto en 

f comun* ioiM ii^l .consldemmos los pianos de las hoJas de papel y 
no .las hoJiG riisTnas> *.^3mos q\ae si tibnen un punto oomun^ su inter- 
soccion ndceaariomente contendrd' otppis puntos comunes* ^Puedes 
fjostoner las nojas blen planao •d^i manora que representen pianos 
quo 3e Interi^ecan en B6la"^doa puntos? Manteni^ndolas bien^planas, 
4pu«javu e^>l,^ curiae d*: 5nanvr*a quc^ so Intorsequen en una curva come 



(d) ' (e) • • ^ 

3c:ir. A y B cios puntos, araboa en dos pianos que se inter- 
aecan como en la figura (,d). tov la propledad 2, la recta M 
debe estar on cada uno de esos pianos. Entonces la Interseccldn 
* de los dos pianos contiene una recta, Pero si, como en la 
figura (e), la Interaeccldii contlene un pijinto C que no esti 
sobre la recta AB, entonces los dotf pilanos ser^n un'ndsmo plane , 
Por la propieiaad 5, habrla exactaraente un piano que contlene 16s 
I)unto3 A, B y C. , Establecemos ahorai * s 

Proplegad if . si^. la Interseccldn de dos pianos dlferent'es no 

. SS. y^Siii* entonces esa IntersecclcS?! es una recta* 




Si la interseccl<$n. de dos pianos es el conjuntd vacio, en-' 
tonces Ipi pianos se ilaman paralelos. Varlos ejenqplos 4e pares 
• de pianos paraleloa encuentran repr^Bentados pOT clertas* 
paredes de un salon J por las dlvlslones ^e un e«tante;. iPuedes 
linliglnar otros? ^ 

- ^ Al discutlr la i»tersecci<$ij de doa pXanos .dlferentes, hemos 
conslderado dos caaos. penotem^s con . M y N los dos pianos, 
WCaso 'l. M n.-N* no'es ^cip,. M 0 N es una^redta. * 
Caao 2, 'Hj) N ea* vaclo. , M. y ;N Bon paraleloa. 
iftay otros .casos? ^ iPor. qud? - 



EJercloios 

Mvnclona i.e. t*-:i^ caaos 'de interseccltSn de una recta y un 
piano* Tndica si la intersecolcSn contlene 0 puntos^ 1 
p^untci o n;da dc 1 punto* 

Dec^rlbe doG pares de rectas que se cruzan sin encontrarse, 
3u^''C*rlda3 por la*3 aristas de tu aula, ^ ^ ' 

Marca en tu papel tros puntoe B y G de manera que AB . 
no at:?a AC^ lilbuja las llneas aS y AG* ^G6mo es 0 AC 
Dotla cui dados anient e una hoja de papel por la mltad* ^Te 
suglore '1 doblez una recta? CJoloca el papel doblado spbre 
una'm*^aa (o el pupltro)^ de manera que el doblez no toque la 
si4p*>rriGio de la nesa^ quodando en forma de tienda. ^Te 
sugloren tres pianos el papel doblado y la mesa? ^Hay algun 
punto quo este en los tres pianos? oCu^l es la Interseccldn ' 
du los tres pianos? ^Hay algun par de pianos pararelos? 
Coloea vorrlcalnentt> el papel doblado sobre la mesa de manera 
qu*^ el doblez 3e apoye sobre la mesa en un solo punto* 6^^- 
oulrari pv.tt^Ktoa tres pianos? iHay^ algiin punto que este en los 
trca pianos'; ^Cudl cs la lnterseccl<5n -de los tres pianos? 
Soct^'^n ol papel do manero que todo el doblez se apoye sobre 
1:; rr.ona^ iRes.^ltan patcntes tres pianos? ^Esta todo punto en 
los tres planosv iCual es la interseccldn de los tres^i)lfiuiofi? 
Hn cadi ur.i do las situaclones de los ejerclclos ^, 5 y S, 
cotiiiluert aolu la recta del doblez y el piano del tablero de 
l*i r^.^c :,0u4li^^ aoh las intersecciones de esa llnea y ese 
pianov TK^terlas dar tres respuestas, una para cada problema, 
CQnsldera trco roctas dlforentes en un piano, ^Cu^tos ,puntos 
habra si cada punto debo estar por lo menos en dos de esas * 
x*eat:is? Dll>uja uuatro flguras mostrando como tus respuestas 
podrlan ser 0, 1, 2 <$ 5* ^Por qu^ no puede ser tu res- 
puoata puntos? 
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?cqK>Nr;atico una caaa* 












D pur/.wc GwLrv iiejura^ Imagina las 










v'lla nUfXlorc* .\'o::;trri las reotas par 










y pl*\nor per tru3 puntos, Indilca: 
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- , > » ^ . 




r.:c' par^ilol^s* 


(0 
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••r.^s cuya IntorGoecliii co:i xana rocta/ 










i.. C'- Intersequen on un punto. 










v.- lntor3oq\.on er. una recta. 
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pl-^iiO cuya Intersoccion sea vacia* 


.(r) 
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t^taf: p'jralol'ts* 


ir) 


V- »^ 
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cr^o q;.v:: go cnioen sin encontrarse. 
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nv^ Interaequen en un punto* 


(1) 








v» ton^^an exaotament^ un punto comun* 
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: p\un*-cs A, B C d»5 1.-^ slcuiente ' flgura, 
. osta ontro its onros a >3? Ko,* general - 



Q 



U J. X 1. ^ilU*!* v> 



,r -In J : r\ . nlcn;jL r^^cta^ Observa los pimtos Q, 
p:r.n:.3 pai.^ r oGtan represonU^aos GObre una recta* ^Esta 
Y? \Kc^a Q ent.ro P e Y? -^Esta P entre X 
V .V*? oi i-.af y no, '^n este orden^ t\: respuesta 

.v rr*-^" '. K: r.^i.r: joir.un ncs aico lo qi^e slcnifloa que un 
j m:;^ . -f!.":*'.^ \ ^ :vjo puntos d\> una recta. Sabemos que Q 

*?ntu ^r:/ tv : y X, y h?±y rr.MCl.os otros puntos entre P 5* X, 

ur *'*^rvurdn q^*.* wrinuo doclmos que un punto F esta entre los 
P^^^^^'-^^_«A^ q\>-^rerr>Gt> exprosar qqs Ideas: Prlinero, que hgQ)r 



un i r '.^^ 1 1.^^ -:n"Ivn- a Ion puntos A, B y P* Segundo, que 

Votir..ui nuev:xr.vnto la flgura. .'.Hay algun punto entre P y 
hv? herr.03 rr.arcado ninguno, pero entendemos que hay iiiuchos* De 
hecho/ paru dos puntos cualesquiera A y B en el espacio, 
entendcTr40G quo la cituacidn es ^semejante a la de P y Q. Hay 
una rocta quo contlene los puntos A y B, y sobre esa recta hay 
puntos entre A y 

Finalmonte, estamos en ccndiciones de decir lo que entendemos 
por se^^mento* Imagina doa puntos diferentes, A y El conjuntb 

de puntos que conslste en A, B y todos los puntos situadoa entre 
k y B se llama el segmentq AB* A y B se llaman sua 
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extreraos, 
por 5H. 
Tocli 



/ 



/ 



Doslgnansos el segraento cuyos extremes sor^^ A y B 
Otro nombre para el nlsmo segraento es 
segmento tlene exactiimente dos extremosC Como se ha 
sugerido antes, todo segmento jiontiene puntos <|lstlntos de sua 
extremos. A veces un segraentcj/ s^ llama segmfento de recta . No 
es.una falta declrlo, pero e/ innecesario. ..^iitendemos, de 
todas raaneras, que un segm«^nto es parte de una recta. 



5 



En la flftura de arrlba encontramos segmentos * 1^, IJE y TTSS, 
iKay otros segnientos?- Si, y son tJI, y m Recuerda que 
hemos aprendldo algo sobre Intersecclon de conjuntos, ^Cudll es 
la Intersecclon de y BU? 

Nc solo podemos hablar de Intersecclon de conjuntos, slno 
que enoontraremos eonvenlente hablar de reunion de conJuntos» 
La palabra "reunion" suglere reunlr o comblnar dos con Juntos en ' 
uno nuevo. La reunldn de dos conjuntos conslste en aquellos 
elementos q':e portenecen a uno por lo menos de los doe conJ\antOB» 
Par ejeniplo, en la flgura anterior, la reunion de 55 y W 
conoiG*;e en todos l-tjs puntos de JB Juntamente con todos los 
puntos d»> BS"j es decir, la reuni(^ es.el segmento ^ 

Utilizamos ul signo sj para repreaentar la relacidn de 
"reunion". Eg doclr, X U Y slgnlfica "la reunion del con-^ ' 
Junto X y ul con Junto y". Suponte que el conjunto X es 
el conjunto do los numeros. {i, 2, 5, it] y el conjunto Y es" 
t^I G u;u;;to d^.- lo3 numeros (2, k, 6, 8,J0)» ^Tlenes una Idea 
de ecmo es X L Y? Si, es fl, 2, 3, 4* 6, 8, 10). En la 
ri-^^imlrr. dr- dc3 conjuntos no con'sideraraos dos Veces, un elsmento 
qu-" p-r*.-iv,>.:v a rtrnbon conjuntos. ; Lo, consideramos una sola vez. 
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Consjldcromos nuevamonte el conjunto de todos los alumnos 
pellrrojos y el con junto de todas loa alumnos- que. saben nadar* 



Podemos pensar: • 

Sea R el conjunto de los aluKinos pellrrojos^ / 
Sea S el conjunto de los alumnos que saben nadar* 



Entonces, R U S es^el eonjunto de todos los alumnos que^ o blen 



1^ Difcuja un^i recta horizon tal* Marca cuatro puntos, R y 



(c) Cuya Interseccion sea vacla* 

(d) Cuya reunldn no sea un segmento* 

2, Dlbuja una recta* Marca en ella tres puntos A, B y C^ 
tales que B este entre A y p* 

(^) iCual es D IC? 

(b) iCual es TCcT H IC? ^ ^ . 

(c) iCual es IE U M? 

(d) iC^^l es U I!?? 

3, Blbuja un segmento^ Marca sus extremos X * e Y* ^Hay algiSn 
par de puntos de ^ tales que Y est^ entre alios? ^Hay 
algUn par de puntos de ^ * tales que Y est^ -entre ellos?^ 

4^ Dlbuja dos segmentos TS y IJD para los cuales 15 H TJU 
sea vaclo, pero ^ H 5B sea un pun to* 



5* Blbuja dok segmentos ?5 y ^ pax*a los cual6s ^ij H 15 s^ 
. . Vaclo^ paro tales que ?5 sea* SS* ^ ^ ^ 

Sean A y B dos puntos* ^Es.clerto que hay exactainente. un 



este problema y tu respuesta* ^ s 

?• Blbuja una recta vertical i* Marca dos puntos^ A V B,'a . 
la derecha de -i* Marca un pun to a>la dzquierda de ' i» 
iEb ICS n i vaclo? iEs TJi Vi i vaclo? 






ae0[nento que los contlene? - Blbuja una flgui?a para expllcar 



lutorea rrj, h:.aian nlnf^r.i. dLitlnclor* oiitro una pecta y un 
a5.:i:rnonto, Lc3 ii!imacan unn "lino:, roc ta^\ SI "llnoa rocta^' 
tleno au*ilq\;i -r?, ao ceoc cioa sicnificados, oxpllca por que no 
poaorrjos declr qi^o *'por d03 puntos cualesqulera pasa exacta- 

D. THOBLPr.lA riFICIL, . Explloa por quo -"rounifSn" if onr la pro - 



pl= fi'<u Cv blvu>r,!irj\ y- ec conrr.utativa y asoclativa. En otras 
. p-iia; ra^, cl X, -V y 2 son conjuntos, '»5xpllca por que: 
('0 A O I -ss un con junto 
(i ) X U V = Y u :< 
(<i) (>: li U 2 = X U <Y U Z) 
10. r'o;r.,.w.:*.r- ;uv p-ir': todo' conjunto X, tenemos ; 

t X \J X ^ X . • 



:-a:- ?Gr'a s-xj-ilo-n copni d^-^raremos \ma muy Important© Ideaj la 
d'-; cvparviui.-n. Vorcmos esa idea apllcada en tros cases diferentes. 

?•! ei pi ir.o ae lo plsirra. Este piano separa el espacl'o 
■^i; aow* a .n/'U.tjoj : ( ' ) ol coojunto de puntos del espaclo» del 
mlsmo i-iCJ ci-; l-; , p:-^ij>rri on qyo estas tx5, y (2) el conjunto de 
punt.oo jvl •^op'^>;l.j del Iddo de* la pizarra opuesto 'a donde te 
onfiuontrno. F.stos dos con Juntos se llamjin semlespaclos . El 
plnn -> r! -^ .','.r:4 nlncuno de Tos, Hos semlospacTos; "^""^ ; 

S-jtiH fA B dos puntos cualesqulera del espacio, no 
situaaos sotrc- ol piano M de la pizarra. Entonces, A y B 
eradn d^^ un niistno lado del plano^ M si la interaecclon de" 
y M ea vcicla, ^osto es, si JB f] .n ee vaclo. En la'mlsma 
rorma, A y B octan en l*ados oipuestos del piano M si la 
Intcrs'^oGinr, de, TTP y M no es vacfa; en btras palabra^, hay ' 
i.m pur.to d*> M entre A y -B, . . ' , 

SiO^o piano K s epara al espacio en dos aemAespados ♦ * 

SI A y B estan en un mlsmo aemiespacloT^jSQ M es 
vaclo; Si A y B 'estan en dH'.eren^es semiespaclos, 0 M , * 
no es 7:iclo. LlaKxaaios a .M la frontera de' cade, vixko de los 



seroieoprAClos. * ' 

. * Ahora, considei'a s6lo el piano M de la pizarra. iTe> 
imaginas c6mo eato pl-mo M puode sor separado en dos semi- 
pianos? ^Cual serla la frontera do los dos semlplanos? Mira la 
flgura ad-jrnta que conslste en una recta, i > " 

C /A • . 
/ .A 

y tr.c3 punto3. A, I- y C. ^Ec JS r\ i vaclo? ^Es B(T 0 i 

vaclo? ^Cono TJH f\ i"^ Podeiaos declr que: 

Toda recta 2 del piano M separa a 4ste en do pr^m Ip 1 ano s ♦ 
LlamatriOC lados .de i a los dos semlplanos en que i separa 

a, M» Indlcamoa e^tos lados de i designandc^los ccsffno-el lado 'A 
. de' i o el lado C de '^t'. . Observa que on la flgura anterior, * 

lado B' de i ^ lado A do La recta Jt no\est^ en nlnguno 

de los dos. semlplanos* * 

En la flgura. quo sirue, el ladp S de la recta k estd 

sombreado, mlentras el lado T de la misma recta no lo esta. 

■ — ^. 

- Considera ahora una recta ^ iG6mo dfeflnirlas una .semlrrecta? 
^Puedes eatableqer para los segmentoa algo semejante a lo que , 
^w^ijLcl^s al def Inlr semlplanos y semledpaclos? ^Cc^o sex^a la 
fronterat ^Ea la fipiontera un conjunto de puntoa? 




. 31 puntc r> •sepir.^ la rectr, de la figura en dos semirrectas. ^ ^ 
•.C'Stan A y B or. la misma av^ir.lrrecta? . ^Estan A* y C. en lav^'' 
misma semlrrecta? -iEstd P entre B - y C? . 

, :iiiOStrc ^rcer caso ostarla"ahora'^&r.o«' ^Puedes enunclarlo? 1; 
Irnportar.te notar que estos tres ei^^os son semejantes. Se ; 
rerierei. a la niisma Idea en situaciones dlferentes. Entonc«sj • ■ 
ji. Todo' piano separa al ospacio en dos semlespaclos, « * - 

'cl, Toda' recta de un piano separa al piano en dos semi - " 
pianos . . * . J; 

. . ^. ?Ddc. p\into de una> rocta sopara a^Ta recta en dos seml - 

Hay otra dofinJ^tstrorTiitll. Un rayo es una semlrrect^ jun- * 
tamt^nte con su extrerao, Un rayo tlene un extyemo. Un rayo sin 
3u -jxtreno 'is una semlrrecta . Acostumbramos a dlbujar un rayo .i 
asf, SI A es el extremo del rayo y B es otro pun to 

dol mt^rrio^ dMnotamos ei rayo con aS, Cbserva que ^ no es aS. : 
U^ar^aiD el ternlno^rayo en el ^mlsmo dentido con que se usa en la' 
expreslorv "rayo de iuz". ' * 

En el leng:uaje dlarlo, ,a veces no dlstjfogulmog entre rectatf* - 
rai'os y segir.ontos.* En geometrla los .dlstlnguiremos entre-^. 
Una '"llnea de mlra" realmente se reflere ^ un rayo. No dices • 
que .nlgulen esta en tu llnea de mlra si esta colocado detr^ls de 
tl. La llnea penal del campo derecho, en b^lsbol,. ae reflere ' 
en realidad a un sfegmento y a un rayo. . El 'segmento se extlende ' J 
desde el "home plate" hasta el cerco del campo, pasando poy la . 3 
prlmer'i base, Tennina en el cerco. El rayo parte del 'auelo y 
aube por el cerco. 



•^4 




Ej>erclclos ^-7 * ' . . 

En la I'l^uri do la derecha, ies el , • 

la'dc* R dv * el. rr.lsnio que su lado S? 
el mlamo que su la^o Q? iSon vac las 
, * laS incersecclones dt^ i y "F^* y de i 
■ 'y iSon las Intersecclqnes de , i y 

♦ 

y.di? . i y TTT, vaclas? Considerando 
l03 ladoG de < on la flgu^^a, ite satfs- * 
facen las dec. resp'iestas anteriores? 

2. Dlbuja 'jna rt?cta que contenga los puntos A y.- B. iQu^ con- 
Junto 63 P\ 5a? -.Cu-'l es el corfjunto de los puntos .que 
no oaV**i '^*n AST 

3, Dlbuji una recta horizontal, Maroa cuatpo puntos A, B, C y 
- Ij.* en olla, en este orden y^de Isquierda a dere.cha. 

Menciona doc rayos (vsando estos puntos para su descripcldn) : 
(a) Cuya rounli5n sea la recta. 
. '(b) Cuya i*eunl6n no sea la reata, "pero cpntenga los puntos 
. A, B/ C y D. ' c 

(•c^ Cuya rounidn no contenga el punto A. 
L<K) -Cuya intorseeci<$n sea un punto. 
(e) Cuya Inters^cclon sea vacla. 
.4, ^Separa un segmento a un piano en dos semlplanbs? iSeparit una 

recta al espaclo en dos semlespaclos? 
5. "Dlbuja doa rectas horlzontales, k ^ i, en tu'lpapel. Esas 
rectas son paralelas, Maroa el punto P sobre i. ^Estd 
todo punto de £ en el lado P de k?* ^Es esta pregunta la 
. mlsraa que "icontlene el ladp P de k a la recta i?" 
6* La. Idea de un .piano separando el espaclo se relaclona con la 
Idea de la auperfidie d^ una ca^^f^ue separa el ^tei^lor del 
exterior* SI P es un punt?o en el Interior y Q uno el 
exterior de una ca^a, ^interseca .ja la auperf4cie?^^ c .... 
♦7« Expllca c6mo la reunion de d<^ aemlplanos podria ser tiii piano* 
♦8. * Si ' A y .B son pantos de'un mlanjo« lado ♦ del piano M (en. el 
espacio), idebe ser fS 0 VI vaclo? ^Puede ser H^M 
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Algunas Jo l.^s m^s Importantes ideak de la geometrla se ' 
refleren a angulos 'y a triangulos. Un. ixigalo es el conjunto de ., „• 
puntoa q\:,e consiste en dos rayos no coltnea\es'V coi\ un ext^remo 
comun. Blgamos esto, de otra manera* Sean M y BC dos payoa 1 
tales que A, B y *C no est^n todos sobre unk misma recta, 
Entonoes, el con junto de puntoa que consta de t^dos los puntos - j 
-de BA Jur.taneato con todos los puntos de BG sd llama -el . 1 ! 

^ngulo- ABC. Un ingulo es la reunion de dos rayos. El punto B* J 
50 llama el '•>irtice del aneuio,Uos rayos BA y BC se Hainan 
lados (o, a vec^s, rayos ) del angulo. Un angulo tiene exacta- 
mente un vertice y exactamente dos "lados. . * 

En la figura'que sigue se ha dlbu^ado. un angulo. ReooMards : 
de la Secclon h^-^ que realmente queremos declr "se dlbujado 
una repreoentacl<5n de un angulo", 
Se J;an rriarcado 3 punto"s del 
an^iulo do r.anera que se les pueda • 
leer como "tlngulo, ABC" y escrlblr 
cono "/ ABO".* La letra del 
vertlce se escribe sien^jre en el • . 

centro. Por conslgulente, / ABC es ^ CBA. Observa que al noin- 
brar vji angulo no se tiene en cuenta el orden en que.se escribe , 
A y C, pero B slempre se colpca al centro. ^Es ^ ABC el 
misno que / BAG (que no ha sido dibujado)? \ . 

■ En la figura parece como si- el angulo ABC ^ separara al piano 
que lo contiene. Y ea elerto. Las dos partes en que el^ ingulo * 
separa al piano apareoen com^ diferentes, Sfe- ven aslj 




Llamamos Interior ant'ulo* a' la p.tr'>.> rvorrtbr'eada de la flgura de 
'Via derccha, y extorJor'a la pa.rte 'sonbivHda .de la IzqulerUal 
. PottsjnoB dorinir el Interior ae / ABC como la lnterseccl<5n d6l . 
lado ' A do la recta^ BC ccw; el lado C de la rect%* SI. Es la 
lntei*secoi(5n de cfo3 somiplanos y rw^ iRtJluye al ibguld. El eot- 
j. terlor og ol cor. Junto de todo^'i^os puntos^del piano qvi4 no est'^ 
nl on el ai^^xilo nl on cl Interior. 

Sean A, B y ^^^C ^ trea p^^^ 
recta* Hi trl-Ir^^ulo ABC, escrlto como A ABC. es 3 a reunl<$n de 
15, ICf. y .1^. Reeordai^^s que ia -reunion de dos oonjuntoa conslstG 
en -todos los •-^ler.ontos d« uno de ellos, Juntamente con todos los 
. el-5raento3 del otro. ?Dde,T.os deflnlr el AABC de otra mantra. . El 
tri&igulo AEC ca ol conjunto que consta de los puntos A, B, 

• C y .de touos los p .ntos do entro A y B, todos los puntos 
de AC -entro "A y 0,^ y todoa los puntos de BC ent^e B y 

C; Los pu:;toa A,- B y 0 ^on los vertices de AABG, Declmos 
"vertices" ouar.ao nos rerorixnoG a mds de un v^rtlce. El *trl- 

• 5ngulo ABC se, repr'^3-^r.":^ '^r; la slcuiente flgurat 

» * 

' B_ 

Angulos de . un trldngulo -* . . - . . 

^Declmos" que IE, IC y fit son los lados del trlangulo, y 
d q«e / ABC; / ACB .y ^ BAG sJb loS dniyaloa del trl&iigulo. Es,tos 
eon los'angulos deteirolnados p r el trldngulo, ^Est^ l08 lados 
de m trldngulo* fcontenidos en ol trl^lnguio? ^Est&i los dngulos ^ 
5 de lin tj^idngulo contonldos en ,el trldngulo? PUede extrattarte el 
f' que* llamemos'a ^.ABC . jim ^gulo de -\ZiABC, cuando* ^ ABC no est^^ 
^ cohtenido en A^^. (X.e^e huevamente los pirrafos sobue ^los dngu- * 
^,^1q3, ) Sin omljargo/ hablai^a de Ids ex alunmos de una escuela, aun - 
?*^"iWjando no estdn realflicnte en la eseuela. " ' ^ 
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' ' * . • 

Obsorva que'uj. triingulo "fS*^rj conjianto ^ie puntop de un i 
mlsmo plar.o. Todo punt6 del trline^lo ABC est^ en gI planb ABC, i 
Heflrl^siaonos a la flgura do p^gina anterior, isopara el MBG 
al piano en el qu-^.-e^ta? Sf, ciertamente as! parece, Y es ^ 
•verdad, *S1 4ABC tiene un interior y un exterior. El interior 
ea la intors«iccl6n de los interlores de los -tres ^gu],os del -tri'- 1 
Jing;ulo. El e,>tterior es ^?1 con Junto de todos los'puntos del piano 
ABC que no ostan en MBC o en el interior del MBC. • 

— — ... ^ j e rol -e-ios 4^ — -.^ — 

1. ^ xMarca t;r»^3 p.^-.tos. A, B* y que no -onterl sobre una misma 

rvjota. Llbuja m,^ AC y 
"i ^ do S:>rr;cro:i -Jl lado C do A§, Sombrea el l^do A de BC, 

(b) Sombrea >>1 lado B de ^Qu^ cofijunto esta ahora • 

wripi^'-r.^^nto oombreado? * / 

2, y.arju treaS puj.to3 X, Y y 2 que rto est^n sobre una mls'ma 

recta* ' ' ; 

♦ 

ix) I'liLjii ^ :<YZ y £ XZy. iSon angulos diferentes? ^Por 

que? " ' ■ ' ; 

(b) DlDuJa / YXZ. 4,Es este angulo dlferente de los otros' 

quo has dlbujado? 
•(c) Un an»::uio'e3 ua con junto de* puntos que pertenec^n a un 
solw piano. ^Por qu^ 05 e'sto cierto? * • - 

^. Dlbuju un trlangulo- ABC, , » . " 

(a) En esu triangulo, ^qu^ es 15 0 1??? 
. Jji} — ;i:anLLonc el-triaAguln.o1g\1n rayo o semlrr&cta^. 



(c) En c«l dlbujo, extlende 7C5 en ambas dlrecciones para 
; obtener ^Cual es*'"*inr n 0? 

(d) . sCu^l es AB n AABC? 
4, Reflri^ndonoa^^la flgura de 

la derecha; ^ 




i 



(a) iComo 08 W n MBC? 

(b) Snumera los cuatro trl- 
• ingulos de 15" Tigura. ' "-"si J y ^ , | 

(c) /.Cyilea de los puntoa marcados; si los haj^, est4n en el f 
inferior de alguno de los trllngulos? • ^ ~^ 
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:n el IntorAor del MBC, 




%.^9* SI OH; a; pldriO, dos triangulos tlenen un lado comun^ ise deben 
lrlt;u*rcv;&:u- cuy Intcrli^rGc? 51 tros trlangiilos tlenen, ji^^jiiS^ 

^ *\ .\;no de'cllca^, im lado comiSn ^con lo^ otros, ideben Intersocarse 
l03 Interioron do aXpuri par do ontos trldngulOs; 



'JO, rilu,^-a\^ Abc" Marcn pur.tos X e Y %n el interior y P y 
Q on el exterior. ' ♦ ■ . 

(a) ipoto c'jtar todo punto de en el Interior? 

(i.) :.K::i2 ^ocio punto de ?5 "en ei exterior? ^ 
(ti) ;I-|Cd--3 (Sncontrar puntos R y en el exterior, tales ' 
^ . qv,w l^o D ABC n<!^3ea vaclo? 

(a) c^-<?de cso:.» vaclo 1?F H / ABC? » 



C orr .'gpcr.'ao.'.c-l-ts .-uno a '^no .o Munlvocas 
- Ivji .1 Capi-,-.Io 5 huir*os,ussfdo la Idea de "correspondencla 
ur.j u .j.^V (o "oorzvcponaencia tlunlvoca") cuando tratdbamos de 

Ksta idea es tamblen utll en geomctrla. 



or oorroopouviej.cla uno a uno entondlamos la Goordlnacl<5n de doa 
rr/ir.^r*:: cf^c cada ele]nei:;to del primero-corresponaiera 



eKiiOt !»::;•.> {.tV ur>o cyi Kt.-t,-undo con Junto. ' ' 

-ji Jiipftulo 3 vlmos un;ejomplo r||?erente al hombre prlml- 
U.j» ou:v:«Jo Ilvv:ilA la cuonta de sus ovejas haclendo correspondex» 
•i >-. t-t ov /i* J f^eb.-KiO una piedra. Como recordaris, el pastor 
.►. t-r-i r.-; '.-'^ Vc.,r:.ont6n de plodras, compuesto de una piedra 

por • ui.': t q... a^^kira el rodll y sallora a pa'star.^ A l*a 
tardv.:,|^l pa:5t.o:' tranaiVrfi< lars piedras a un nuevo montdn, una 
p->r •:r;'&, '» r.'« Jl ai las^/^ve.lac entraban al redll. hublera 
trnnc-forivlo' loJa^ las pit^dr.'iSj el pastor sabria que todas las 
o?o;in .%:vt:5'^i. r^nlvo.on t.^1 redll* Esto es clerto, porque 
piiru ?: aa pi-.'ura j.abria una oveja y a cada oveja ae le habrfa 

.M'Yi-.o.,tii>jt*:'-3pond.er. una plcdriu. ^. 

A);r,orr.os otro' <i\Jeinplo. Supongamoa que hayas^ vendido dieolsieto- 
toletoa pam una r->pro3entaGi6n;.e3Cblar. Sea T «el conjunto- de' . . 
boletoo QUO r.aj; vcndldo. Sea C el eon junto de personasciue " 
nan ingruaado en ^1 teAtro con e$08* boletas» iHdy una correa- ,- 

•pondencia biunlvoca onfere T y 'C? * iC<5ino lo'^aabes? - • . ^ 
Consldora el conjunto de los niJraeros. naturales menores qud !^ 
onott. Forma' dos <jon.3untoa con esto* numeros* Sea A el conjun'to 
quo G«ntlei3p los ntSn^rog Impareai .{1, 5, 5, 7, 9) y B el que ..3 
contlen^ los.nikeroa paresj ',(2, 4,. 6, 8/ 10). ^Hior una "^^^ 



^-9 



oorrospondn-riv; 1 -i biunlvocb >:'riviv loG con,!u?itos A y B? La 
puvut.v> x:>ji':vc>poi:s-;-,-r.-'lit coi. ui. KuniOiX) par. Domostremoslo 



7 9 

1 I 

>J 10 



1^4 1 1 l*i ui;iua ciu r^iuer correcponder ostos dos con Juntos? 

•-'"3 cilluc nucic'iiot; os dlvortldo porQue basa 

?oi.at;.\\oiji crurp^ iFor que es asl? ^Kay 

A: d, r/i , V ^^1 Oonjunto 

^ i ^^^^ ^V, 7 . i:>iy xaia correspondoncia biunlvoca 

I , : i^j/tlo-o '-1 \:s-ido par:; loD conjuntos 0^3 numeros pares 



lilt'*:. 



':rrv.:jpwr;^l-^r,v:ii ti^.iilvoca entro los alun^os y los 
^ , :..1>V ,:*ror quo? 
\H-:; ' rr^ .;p ^r.u rv:!:. liunlx'oca entre loz ootados de los 

' :;ortu:i::;vj:^icu y las ciudades estadounldenses 

c/r. rr/i> 1, "CO, 000 de hrifcltantes? ^Por que? 
;n v.Iuj vuc la oxpro3i6n: ^'Contemos las narlces"* 

^7if .r.- c>i^urtci«in on que haya una correspondencla 
C*. ^-o tii^i, icudl 00 osa? 
7..-jv:'*i una correspondencla biunlvoca entre el con- 

/ur.iv> ioc :.c;::.viv>a caralnales pares y el conjunto de I03 

31 el cor. Ji.Mo n osta en borrespondencla uno a uno con el 
'-oor.Junto ^ 3 v ol conjunto S lo r^ntA con el conjuntd 
v:sti el c:r./.*r.t;o R en correspondoncla uno a uno con el 

Tor qu(5? 

Kstal.l vcij una corx^iiSpondencia biunlvoca 
c^..nJunto de loa n^mcros cardinalos pares y el con- 
'Xint^o ^10 too^* los n\5moros cardlnales*. 
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p .:.voit, b C% 30>.ro Traza PE y PC. 

T : viv^ - v.^.,^.,v.^ p^^. ^^^^ ostoG dos nuevos puntos ^ 

r^^ r j.).:: ^: t i, i^ectas Quu tamcier* pns^n por PV 
V ^^ " T'^nn ^-"i^ roctas q:*^> inttersvcan a i y pasan por ? 
1 ^oc dv conjunto llanriao iCu^ntos ele- 

K hm» dibi^Jado hasta ahorci^ 
» :r u?:o do loc olorientoc Indic-xdos de K i;n 



(t) 

(a) vi.^vl- .\-i--rn»j corrospondor oxapJfeamt.*ntc cnda ^mo do los 
• .;iv!^;--:.toe .lr.i:ic:^doc dL- K oo?t' punto fnctlcrtdo de *? 
(o) ^,ri-r.i?:is r^-^ wC trazaran tnas olomontos de K y se 
M/iro ir:tri puntos de a% oadn olemonto de K podria 




^♦. rt^^^xip ^ . p olorto que para oada 

: (it.ii : J..' :.o) lu: ^^It^niento corrospondionte 

. p i:": '-itr; /I u li . olumento correspon- 

t 

oo::.pI-^.:i i -a sJguion^.ea proposlolonen de mantra que 

p^i' i q;;o interseca a i corresponde 

_____ ' f jT, y n v^r (rO sobro £ oorroG-- 

'.(••'> poi* : que inierneca a En otras 

V : JTv^npondcncla ur^o a ut:o ontro el conjunto 

' .\ \ ..^./ aiUo i du puiitos* 

nobr^»* Ion numot^i'ir. y luero sobpe geome-- 
j:-:v r.^o coniblnido on una iMterla conocida con 

; * ^nolorlr^ ror.o oonsecuencla do osta comblna- 
. c - 1^- jct't asoclcicl6n dtr los 

. * noc r ;rorir^::uo^ nun a las iaons dc **recta 
"ivoi.*' r.'.::.'r*Itr4'^ '^eorruapondencla ^ 



rr-:^poiiUt.r4cI"i t.iunfvoca cntro loG puntos A, 
r,v \ 'irji/^n }.t\ triararulo^ y los lados do un tri- 
\l ^c^iv.: iMcva^lv^ dv :rjl3 do una manera? 
trivln^>lo cor. vtlrtiooc it y Marca un pun to 

1 liy.vrlor du^l /:*A1:0* U ol conjunto de todos los 

^ ?>*:rerr.o 1* tir^tondonos que los elementos de H estan 

AAi*0* Traza vapl<)G rayos de }U ^^Puedes 
r air: ina corrvcpondoncia biunlvoca entre H y el AABG? 

pi;r;tq do ^JU'-C oxact^uncnto un rayo de K que * 
:tu/ .iHr.^y purn e^id'i intyo de H ^ixactamente un punto 
LiC qno ^^rtd 3obrc el? 



Dibujrt i;n "^nculo >rY2 con el v<$rtlce on Y, Dlbuja el seg- 
inoiitu I:^i!ii.:lK:^to :i K como un* conjunto de ra^^os en el 

pi.a.o :C/Z ^on w^; c^xtrorno comun, en K es *el conjunto 

u^.- r oo- 4--* £^0 oontienen puntos del exterior de ^ XYZ* 
Ya V r:: uor. do3 Ids miicho^ eleraentos de^ K» Traza 
vjti*uo vic:.v.':;toa uv ^Se intersecar&i con ^Habra' 

prii*u o:.id:4 ^lerr.i:r.t;o di.* iv un punto oorrespondlente de 5^? 
Hai'Cti ur* pur* to I on YX y un punto" E en YZ, Traza 

i^^xv una correspondencla biunlvoca analoga entre el ^ 
V :^rL^;^to d,; p\.ntos do ^ y ol conjunto de puntos de 1^? 
luccrl: jorrocpondencia biunlvoca entre el conjunto de 

pur.Loa ::v 1-^^ .r:pcrricle de una bola y el conjunto de los 
i':iyo.^ o.r. i;n -Ai.r*eno comun en el Interior dc la bola, 
Deaji*lLv acrrospondencia biunlvoca entre un conjunto 
U toaus laG r.^otas de un piano que pasan por un punto 
y i^l c -nj into K go todos los pianos que pasan por una 
llnun en ol espacio^ (Plensa en una puerta glratoria y en 
ol r^a-:^la.;o de la puerta*) 

S*^:i o v l oonjui.t:o d*^* todos los ^ 0 

r xvo.: oor;v.n;l :o3 -^n el plaaio KBD^^ 

(a) ;Ii^:y un*; -^orrespondoncla biuni- 
vocri entre S y AABD? (V* la 
r!.;\ru adJur.^D, ) 

ur\-i e^rr^^?PA^4^P^i^ biunl- 

:.H*;y n?. .*o>rospondoncia biunl- 
voca entre AA£D y APGEV ^,Por 



(-) 
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4-10: Curvas simples oerradas " * ^ - 

Ell los diarioS y revistas ve^ freouontemente dibujos parocldos 
*a las rigtiraB (d) y (b)* Estos dlbujos representan lo que se 
llaman linear o^i^vaG* Considerar^mos a las curvas* como tlpos 
t.*3peclaleG de con Juntos do^puntos* A voces se imaginan las curvas 
como trayeotorias que dan v-ueltas en el esp^tclo* En esta secci^n, 
sii^ emb.urb*:o, ^limi tamps nuestra atehcl<5n a las curvas "que estah v 
contenldia on ur. piano. Puedes representartelas como flguras que 
so dibi.Jan er; la pizarra o en uria hoja' de papel. 

'-'^r.a line 1 curva o, simplemente, cjurva es un con Junto de puntos 
quo cvi puodo i^^presentar medlante un traao hecho con l^piz sin 
levantarlo dul papel. En este sentido los segraentos y los tri-^, 
dngulos son linear 'curvas, que ya hemos estudlado. Las ourvas 
puodon tener irasoslfcecTios o no tenerlos. En el lenguaje dlario 
usamos el termino "curva" en este mlsmo sentido. Guando el 
pitcher, en q1 teicbol, lanca una curva, la pelota pareoe Ir 
recta por ur. momento y luego "qulebra" o "curva". 




(a) . (b) (c) (d) (e) 

Un tlpo importante d^ jcurva es la llnea quebrada« Es la 
reunldn de varios se^ientosj es declr, conslste en todos los 
puntos de varlos segmentos* La figura (a) representa una llnea 
quebrada. Los puQtios A, B, C y D se Indlcan como puntos de 
la curva. 'SaTabl^n declinos que la curvet contlene o pasa por esoj? 
puntos, Todas las flguras subslgulentes, desde (b) haata (l), 
tamblen representan curvas. En la flgura (b), los puntos P, Q 
y R se indlcan sobre la curva, Por supueeto, pensamos que la 
curva contlene muchos puntos distlntos de. P, Q y R. 



— -.tr-, ^iv.rv; .l:ur.a cnrv-t glmpl'^.- corrada si se la puede re- 
. PV^'C 'i.^ :r p .IV t • tiv,;u-id\ d'- tal srianera quo s\; dibujo 

uotnlui.o V .1 -iarao p .nto. ^\;era dc; este punto, 

nirujitr. • v;,^ dvj v-.-oo^rj. L',o rittuma (c), -('g), (h) e (i) 

i!fpivu'.-;.^v;.. r.rv';:: *.5lr.pl -s e-Ti-iaas. Las otras figuras de esta 
coccidn r.o rvprv;:vnx.ux; oui-.'at: de eaa clace. La flgura (j) , repre 
-n- -,,>.v;^^ clr.p:e;i ou>rradac:. "La frorjtora.de un estado como 
el dc low:- o -jI dc- V!:a:. un mapa corrlente repi'esenta una 
c\;r-ca cir:pi:- c-rr-iaa. Vr, cerco quo cnclerra un serabrada de malz 
su^'lor*; ?.r;a -:;>;r' -. 3l::.pl-^ eorrada. 






(:■) 



pies C'.'rr-iat.:. 



^. q.i..- henos mr-ncloRado, Incluyendo el de un trl- * 

proplodad muy Importante de las curvae slra- 
:oda eurva cimple cerrada tiene, en el piano, un 
inbt'flo;- v ^v;.,..3;.«oy,^ Adem^s, toda curva que *Qontenga un punto 
d.,«l I;-/,- oM>o ;iol exterior debe intersecar a la curva 

nlmpl • ?.'r:»:: r . Cor.o ojomplo, connldorcnos una curva cualquiera 
q^o.^ coir: :cv- pwr.tos A y 'B de la flgura (g), y tra?,ada en 
ol plir.o. Trir.M''n dos puntos cualesqulera en el interior (o dos 
punios cual-isti'iiera on el exterior) puoden ser unidos por una 
llnea quo^rada que no Interaeque a la curva simple cerrada, como 
ae raueatm en la fl^aira (h). Una curva simple 'cerrada <^3 la 
frontera d-.- int-.-rlor y tarabl^n de su exterior, 

Llamamoa roelon al interior de una curva simple cerrada. 
Hay otror, tJpoc de conjuntos on el piano que son tambl^n re- 
glones. En la ri,"ura U) , la porclon del piano, coraprendlda 
entre i.u'? dos curvas simples cerradas se llama una regidn. En. 



general, unrj roglon (como conjunto de puntos) no incluye su 

' * ' * ^ 

(i) ; ' (J) ^ 

Gonold^>r'^ l:i ri^r.^ru (j). La curva simple cerrada (representada 
por) octa en ol interior de la curva simple cerrada J^* 

i*Ov^omos obtener una ccrrespondencia biunlvoca natural entre 
y .T.,, como slr.i^':* Ccnsidera un punto, tal como: P, en el interior 
do J^, Conaldera^ el con junto de rayos cuyo extremo es' ^Cada 
rayo lr;r^^r3^>*5>a a oada una de las curvas cerradas J^- y en 
uii 1: punto.X Adomas, todo punto de y todo punto de Jg 

eatnx., c?id.*i uno qc- ellos, en un t>nlco rayo. Un punto de 
aorrvspondv ^ liii gunto de si los dos puntos estan sobre un 

mismo ra:;o de extremo P. Observa que oste proxjedlinientO| usando 
rayos, no detemlnarla una correspondencla blunlvocat si una de 
lab ourvns si~^plo3 cerradas tuvlera la forma Indlcada en la 
flgurtf (l), 

• - EJerolclos 4^10 

1. Dituja una flgura que represente dos curvas simples cerradas 
cuya Interseccion sea exactamente un conjunto de dos puntos. 
iCuantas curvas simples cerradas est^n ^epresehtadas en tu ' ^ 

figux^a? 

2. En la figura^(j), ^describe la' regl<5n cowprendlda entre las 
curvas, utlllsando los t^rrolnos Interseccldn, interior y 

f^xterlor* 

^» Dibuja dos trlangulos puya interpecisldn &ea un* 1-ado de ^cada 
uno ellos, 4E3 la reunion de los otros lados de ambos 
trlangulos una curva simple cerrada? ^Cuantas curvas simples 




4-10 . ^ . -150- 

corl^adag as tar* ropresentadas en tu figura? 

fin un mapa'de los ^st^idos Unldos de Norteaiaerit;a,^ iX^presenta 
^ la reunion de las frontoras de Colorado y Arizona lina curva . 
slmplt? cerrada? 

. l,^ Imaijlna q5>:> X e Y aoY\ ehinahes que se pueelen trasladar a 
. puntos cu?Josquiera 'del piano.. "Indica tres con juntos de 
pantos simpler, dirorentes, en el piano, cada uno de los 
cualc-a proporclone una frontera que separe X de Y. * 
•p. La recta « y la ourva simple 
corravi'.. J oatin ^colocadas corao 
ne ve ej^ la I'li:*<-'<"i. 
(a)- iComo es J Hi? 
(•b) DibuJa uni fl^^n^ra y sombrea la 
intvr^o-roli:. de>l interior de J 
y.el lad-: C de i. 
(c) IXjncrib'?, uaapdo rayos, el con- 
Jt;nto w5o puntos do 'i que no 
oatan on ol interior de J» 
*Y. DibuJa dos ci^rvaa simples cerradas, una en el interior de otra. 
de rranera q-..-j pnr*. ningun pun to P,* loa' rai'os desde P 
orlglnon ur.a correspondence la biunlvoca entre las dos curvas. 
OJ-sorva la rigura (l).. " / 

♦8, "DlbuJa dos^curvas simples cerradaa' cuyos Interirores so inter- 

soquen en treo regibnes diferentes. 
9. .-PROBLH^lA DIPICIL. 'Explica por qui la lnterseccl<5n de una curva 
simple oerrada y una 'recta no puede contaner tres puntos si" la 
curva atrrtvlcsji la recta en los puntos 4e interseccidn. 




^ * ^ Capitulo • ■ 

* " . FAG110ftI2AC30N Y NU^tEROS PRIMOS 

En los caprtulos preoedontes hemoa estudiado alj^nsts de las 
propledadeo do loo numeroa naturales. Vamos a explicar ahora de 
q\j[4 manera pu%^den expresar ^slos como productQS de otpos ^ - 
numepoa naturales* For e Jen^>lo , 

h « X 5 « 1 X 2 X 3,^- 1x5x2 = IX* 6«6xi 
3^lx5:^ixT = 5Xlxl 
12 ^ 2 X X 5 X 3 = 1 X X 6 = 1 X 5 X 4 
^Habra otras maneras de e^^presar estos numeros como productos de 
ntSmerog natural es'jf Sxpresa de varlas maneras los slgulentes 
numcros como' productos de r^tneros naturales: 15^1^ 7 30* 
Kii los productos enumerados anteribnneiite cuyo valor es 
sels*^ vemos que 1^ .2^ 5 y 6 son dlvlsores exactos de 6# 
Eg to os^ si se divide por cualquiera de estos cuatro numerosLji 
el resto os cero* Igualr.ente 1 y 5 son los unicos nilmeros 
naturales que sorv divlsorcs exactos' de * 5; mientras 1^ 2^ 3, 4, 
b y. 12 con todos dlvlsores exacto^ de 12* Bos maneras mis 
de ducir lo mismo serlan: 

U El numero 6 es divisible por 1, 2, 3 y 6* 
2* si.numero 6 es un multiple de 1^ 2, ^3* y 6^ 
Se;dlce, puos: S es divisible por 1 y 5^ 6 5 ^ es un miSl triple 
de 1 tamblen, 12 es divisible por" 1^ 2, 3^ 4^-6 y^ 12^^ 

6 12 es un rrtuatiplo de cada uno de los nilmeroa 1, 2^ 3^14, 6 ^y 

Por otra parte, 12* no'es divisible por 5, puesto que, si ' 
12 se divide por <ia por residuo 2* Por una razcSn seme- . 
Jante, 6 * no ea divisible por 4. » , • . , 

Defsde el punto de vista de esta seccion, el n\amero 1. estii 
en una, sltuacldn particular ya"^ue cada* n\Smero natural es imlltlplo 
de Ij'esto es^ todo ntSmero natural ea divisible por 1-. No es 
cierto que todo nuroero naturfil sea divisible por 2 {3 m lo e8)i 
no todo numeax) natural e» divisible por 25 {2k no lo es), nl 
por 1,976 (5 no lo es). ^ . , . 

Todo numero natural ea" raiiltlplo de ^^ ^ comd hemoa visto* 




^r^'tlvv: 1,^ r.itl tiplos ao £ -j^^e 8oj> mayorcs que 2? Veamos 

E\ prir!;^r ::,:II"lpI av i: :uayor que Z *es' 4^ tacha ol 4 y los 
ju^viiiUou ivJIn;jro^ u,^ Iog paroG conGecut4.vo3* Para reoorciarl 
c-ocrii:'.> ur. a-:.c:iJo dv oada riUmero que has tachado. La llsta 
entOKCoc s-.>'vcri cie ia si^uieKto rr^anera: 

Ho t'!0> v.i 1 L r.i eccribaa otro 2 doba.lo ^1 porque es el 
^ .yor. tl^lplos c^strimos conslderundo. Los nuraeros de la 

113*. -5 'V..- r. > .i ■ ' -r. t-ichado" sor> 1, 2 y los numeros monores de 

.jv","«.^c.- pnso aerffj rep-inar Id rr.lsina tabla y tachar lds 
.T.v'li.IplOv: dc ? con T,ayoros que 3. Entonces la tabla re- 

^I'.ltM'l'. -i^f: 

■ ■ - ' --i ■ -^.i'^ -^2 -9? J»2 11 ia-z.j 

dot;a-- hur. tavjhrido los terceros numeros de las temas eonsecu- 
t3v-,3, ctnpx^r-^ir.do cor: el 0. Mo ae ha tachado el 3 porque ee 

■ el n«.!-'L'ro ciiyos nultiplos estawos buscando. (Algunoa de los 
multiploc a..' 5 so jiablan tachado ya, pues tambl^n erap mdlti-.. 
p1o5 ao 2.), -on oxcopcldn d« los niime^^s " 1, 2 ' y 3, nlnguno 
do los r.umoros no tachados -^s multiple de 2 nl de 3. 

CofTio ejcrcicio de clase, escribe los n\5meros del 1 al 100, 

^Inldusl'^e, Prlmero tacha todoa los mtjltlploa de 2 ^ 3, ex- 
oopto. 2 y 3, com^hemos hecho jaas. arrlba. El ntimero 4^ y 
todoa los multlplos 'de -'4 se han tachado antes, puesto que cual-" 
quler multlplo de h tambien ur* multlplo de ^. * EL proximo 
numvro qut^ no 30 h»a .tachado es el > 'Corao en los casoa ante- 
rloroa, r.cu;r.n los quintos humcros despu^s del 5 (esto « .: ein- 
pezando con el 10), y , escribe un ^ debajo de cada niSm-r • ^ 



tachudu* SU^iulacntu taui*;ji lo^ ::.uatiplos de y ' 1 1 , que son 

v^coG antoMoro:u ^T'^ci^aato ali?uno Ton mameroa no tachadoa 

c%:ir,ab Jor,/I j -r-V los nuiriplo^ do H? ^Tacharlas alguno 
dc lo;2 .\-J;j:.oi^Ow^ r.>^ t.i.^h:uao:3 2i conslciori;ris los nultlplos'^de 12? 

roi* la r.at»ora 2or.o-2^ conctruyd la tabla, ca.(ia nuiaero 
taciiado ec multiple de i;n nlTmero menor dlierente de^ U Es^os 

« 

Derinl^^l<5n, t'n riUr*ero compuesto os un nuiaoro natural 
ulviaillc por otix) nilmoro natural menor y dlferente.de U 
La tHt>l!i q ;e r.^G eonstruldo, tachmtio los niimeros^ se llama 
l;i "CrlL*i do Hrat6K>te:;'s;G*' par?\ los primeros 100 numeros. Se 
llara *'arilu** por*r»^ er, ^-^Hri h->n crlbado todos lOG numeros 
.compuejtos r.enores qutj 100/ T'ota quo cuando tachaste los miil- 
tiplo3 de y 5^ r.vi.oiva q^*-^ 51, qN^'do^ Intacto el numero 
. compueoto 2* * ^Ir. orXargo, eliminaste ol num'ero 23 en elj — 
tercer pa.::o^ -^.1 tticr.-ir los multlploo de Igualtneate^ el 

nuncro n^ go blimino en la Criba de Erat<5atenes haata que 

tachaate lo^ r:.ul*jiplos de T. 

. A vxc^.-pol6r; dvl nun*^ro 1, los mtmerOG do la Crlba de 
Kr^itv5at^?n'*3 que r.o go h*an tachado se llrunan nxjlmeroa prlmos^ • 

Deriniclon . I'n nunero prime es un numero natural, dlstlAto 
del ' , 0.1 divisible -solamente por si mlstno y por U 
La Crlba do EratoGtcnes 03 un buen inatrumento pa|*a encon- 
trar '^n:i liGi*^: to:i<3G los numeros primos menores que un n\5inero 
dado^ m T^-' iinlnn ios numeros oompuestos.' Loa ntimeroa com- 
puesto3 sv crlb^fc^o. Los numeros primes permanecen sin tachar. 
^Por qu^ Gon prlmos los numerOs que peiroanecen sin tachar? 

El numero 1 no esta Incluldo en el /*^nJunto de prlmos# en^ 
parte porqu^ GOlimente es dlvlislble por* si miano* Mas adelante • 
encontrarcTr^os una raziSn mucho m^s Importante para esto* 



EJerclclos - ' - 1 

(a) Siiumor-r los r.urrisros primos jnonoros que 100,. ' 

(b) A^.orii ^r.umera los numeros prlmos que hay entre 100 y 
1 50, p^ivo r.v^5*oroc q\a^ lOO^ 

'J. (a) ^Cuant.os n\inje3:os primos hay menores que . 50? 

^Cu^ntos nilmeros prijnos hay menores que 100? 
# (c) iCuarttos rjumeros primes hay menores que 150? 
Resuelve Ids probletnas J, ^4 -y 5, prlmero sin usar la Crlba de 
Ej;^atds tones, y aespu^s .usartdola pira comprobar los resultadoa," 
5. Enumera tocios los multlplos de 5 menores qu'e ''U 
^« Eriuniera el con.'ur.to de multlplos dc 7 menores que 50. 
5. Enupcra i l -\or. Junto do« numeros menores de 100 que son 
iT/acipl.s uv ^ y de 5. ^ _ 
i-ii la jl^rtilor.t*-? tabla, loo numeros de la flla superior- 

pres^;>ntan valores de a y los de la' jorlmera. columna de 
i i isq^lM i'du rcprosontaji valcres de b. En el caso d©' que 
•i oca <livl3icl^,- pjg>V b, escribe los. valores'de ^ en la' 
nia y colu:nr.!i -que.corresponde a esos numeros. Si a no ' 
"S divlalblv per b, escribe "no" en la flla y columna 
•\:)rt*eapor.dient:«is. , , . " 
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7. Kxpresa cada uno de lob slgwlentes nilraerob naturale's como 
un product© de dos numeros natu^fales menores, o Iftdlca que 

es Iraposlble hacerloj 
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(b) 






8 


(h) 


5 


M 


6- 


(n) 


95 


(c) 


5*1 


(r) 


at 




*39 


.(1) 


41 







M uX>c quo nuftieros es nultiplo el ntimero 24? 
.(oj ;.ior. doa oon.';.-nt^s d,: r.un.er^p- quo se h&?i enconti«ado\ 
A V t ^ io3 :nlsnios? iVor^qv^ si o por qu4 no? 
. 9. KaoriLc r.: u-, tc>a-o 113 maneraa jJoslbles como un producto 

do numoroG„.\c*T^.,r\'tles .-siiyores que 1.* * 
to,, EriuRic-ra'l. J p'tj-..^: nxintjros primois menorea que 100 cuya 
^ "^^^^^-'^'V'i^^ -"iCtiantos pares hay? Dos nurte^s que forman 

unSir'df ? cv llam.'an primes gemelos. 

n. Expr;;s:i\toio r.u*5r.er-.i par comprenairdo entre ' 22 como una 

Qvrna d-.- Jo^s r.Jr.oros primos. (Recuerda que se llama" numero 
^par :t v-d- .>;.'r;.cro ul visible por 2.) "ha. raayorla de^ios mate- 
naticos crv-r. que todo i.umero^ par mai'or que 2 es.la suma ae 
- do;; r.iim.n'o3 prl.-wa, poro nadle- ha podldo demos trarlo, 
Vd,. oHay trt-a mimeros que puedan llama^pse prlmos triples? 
15. (a) Trasa Ijs nurieros dvl 1 al 30 en la recta numerlca. 
* * * Hr:pe;::.r.ao con el -1, subraya un numeral si y otro no. 

(c) -inolvrrf. . er. ur. clroulo los nuitistOes^correspondlen^^^ a « 

. (d) - ^.vlst- q>.,e -r, »-rrar. on" un clrculo a.lgunos de los nume- 
i ^ ralv- r.o estaban aubrayados?' • Si es asl, escribe todos 

14. ,;Cua]^ la intersecd'^n del conjunto de los numero's primos y 

el a:- loa rAtri.Toa Impar* ^ Tienores que jJO?, 



5*2. Factores 
if ~" 

La palabra "factor" se u^a frecuentemehte en matemdtlcas: 
Aunque el tc^rmlr.o pueda parecei: nuevo, la idea no. lo* es. ^ Sabemoa 
qiio I X c - 10. Kn woz de ^llamar a uno de los^numeros el multi- 
plicando y al c.tro ei nuitipllcador, les laaraos aSiftbos el jplsmo 
nombre; .factor. ^ Asl, y 2 . son factores de lOj 6 y 7 son 
factores de 4-, ya que f= x't - UJ'. Tambl^n, 42 - 2 x 5 x 7j • 
asi 2, 5- y v aon.. factores de 42, 



KJvnplo Kg rile !2 cor.o producto dp fac tores*. 

. ~ 6 12 = ci X 



o f^* - 5 X ^ 

6 lU a X 2 X 5 = 2^ X 5 



^ Ouar.do aoviir,o.n "2 6s I'actoroc" queremos decir "todos lo3 . 
' ruct.orv?t^" "d'r -')\>. i'pr o.fom^iio, ol jusnero u tleJie cuatro 

*. tViOtorcu: '5 El numero uno es factor de todo numero, 

y toao j*u::.»-*ro I'uCtor de si ni-sno. 

Hjv::;plo v.. el con.lunto- do locNfactorcs de 20, 

'K1 c--hJui:to.ao los :'?.ctoro2 do . 20 es fl, 2, h, 3, 10, 20). 

L.i id-a cje io3 i"-iCtoivu eaLu a^oclada a la ira:ltiplicaci(5n. ,* 
troiT.i^oa »ratc\r.dtlcos, dcriniKos Tactor do la slguieate manera: 

Derir.lcior;. SI" k,. o v c sor. mimeros oardinales, y si 
- , ' . • ■ . 

•ii^ . t, «nt.or;ct'3 r.unero a se llama i'actor de b* {axi 

03 '.uc J0!.diclonvo, 0 t'an;bittn es un factor, de b. ) 
' • lij^r.do los terr.inos de la Seccion 3-' decimos qu§* 3 
r-.,t!%n' do y'd po-^qiA." 12 es divisible por 5.'* ^En los slmbolos' 
dv 1^. .• x'lr.roidn, vomos que, si b es divisiole por " el 
nu:!;vt-o Victor do b. 

Kl r.\Ir.oi-o * r.o tleno mds rabtor q'se dl misTrio, . Todo numaro 
prir.o tlt:::..-^ oxio^ar.er.te dos facto res, "el mismo'^ y .1. (,<^in%OB 
Vac tores tl*^ne uji numero compuesto?* 

Considera cl r.virjDro 2^. Se pucde escribir asf, 4x6. 
ATibos, - ' .V son numeros compuestoa. ya que-^,e pueden escribir 
eor.o proci.- ^t.c;j numeros na\ura^^ menor^es : . . 4 = a x a— -y 
. X • Asi, = 2 X 2 X 2 X ^ Sin <Mibareo, 2 y 3 son^ 
niinoros prlnos "a q'.je no pueden expresarse^como p-roductos de 
nutnoros n^enores. 1:9 poderaes seguir mds aplicando este procedl^ 
inleMo y, por tan to, decimos quo 2 x 2 x'2 X ^na factorl- . 

• ;tuclo:i completa <fe 2^* . * 

T^flnlcJ^iSn^ m numero natural esta expresado como pro* 
^ dxjcto de numttix)S primes, esta expresltSn se llama una* 

ractorlisacldr^ completa del numero dado* 
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4. ~ 



' .J il.vo v;l ordv.r. do loo f'sctoros. Er. 

d'. -n r.or4t>'- ••tspvcial; 



I or i ^r; 

^ . pj. j-fji 1 




-j g^j^.— .... ^ . - , ^ , , , 



^ . :':rM err.plerida en este sentido, no 

, . . f s*v .*<v. .v^.v ,»ve«n' iv^ « ! 1 del ^^^onj^^nto de- 

Ion r..tr:.-,-:"oc p:'ir..>j. '"^l :. jlier-\r.03 conalderado el i oomo numero 
prltno, ;, vrl'i pociiao oxpix-aarQC c.r.o ;!n pr dicto de 

i ^. i ^ . ' . • ^ . 1 X 1 > ! , . . . . Kntonces el produc'^o r.o 

."u.^r.vi- ^ ivc U G-\d.. u:.o dc I^g ulc'^icntcn r.u:r>Gros: 

(-0 r (.) (<-') (b) 11 

(:) - id] \: (r) 



no f^s distinto 



(. ) ^ (d.) iO- * (f) V 00 Bl 
Xj .'rl: ^- o;'l::-icl Gor:;plvta dc : • 

(:) : (o) » OO {)!) 1> 

(:) • (d) >0 (r) -C 

.'■. >••';. :. . .'*r-, : r!r.I'j*.'i. (i>' :'*:or>oi', i^i: Get*o I'octor de •'>? 

(••) c J r. loQ ra«;torca cs'.^ 'dO que no apareceri en una 

*; t;'.' : r. clvSn compl" du "tiOV 
(:, ) wV-*!: loi-. faunorci: dd I'd que no aparecen en vna 

r',vK>i^l.^-»«--ion Gomplcta dc 7S? 
::-.4ii:i !' iOtoriiioclon coniplo^.a de; 
(■:) Vi' (d) .500 (r) ?11 (J) 

(i ). (o) -A (I.) 1,000 

(-) • (!") (i) iO! 








dl via U<1 




i ^ ^ 


?.o ...J 








fr) ^ 


jT 








- 5? 








(1) •? 


* 


(^^ ^- 7) 


(J) 


% 




(in i:no 







I>vri;>iv. , ii. i, u;ii*ul;..'il dl vIa lNlc pt'il' doa, St? 

•iow, J 11',;:.:.. :.;:.r.- lr;p-i:' , 

(■•.) • ' • 

(b) • ^ ■ 

(c) A ... 
(fi) •. ^- <. 

oili.: x-;/. propl-^i:\u do humeral o una propledad de un 

: J ; • : _ Numor . :jo rr^r to pi^c Suma do factores 

* • 



7 



12 

H 



i* 1 r 



{h) '.r-y^ r;^!--r o tir^ncn exncf3in;ente tres Tactores? 
* * - ^^^^"^^ p i.umoro pHmo), icuantos 

('^'* - - r^* P y r son numeros prlmos dlferontes), 

'Ir- n r^-t:c>r-r t;!eno H? ^Cual es la suma de sus 



Jo ^ ? 



{r-) 31 i: ^ J*'' (dorde k 03 im^nurTiero natural), icuintos 
(v) CI 11 - 5'"^ (d>nd^* k es numero natural), ^cuantos 

(r.) 31 r p'^^ (oondo p es un numero prime y k es un 
nUm.cro natural), ^cuantos Tactores tiene 

(h) nvr.oroa r^'enen por suma de 3us fac tores T Sstog 

num^TOu G*.* llamcin numoros perfectps ^ No se safce cuar^os 
i.urnoro3 porrectos h!ty, ni si riay numoros perfectos Impares* 



,,7 « i^-- « ^ ^ ^ >i J> :t 

ruru vKOv.»r;ur:ir Ids i*aotor-::a de un numero, podemos slempre 
'^naay'ir aon vari^G numeroc iiasta acortar^ pero es mi^cho mas 
t'dcll poiior ^pr^-c^iar ^1 simple vista sJ el numero tiene cierto 
. r^uit^or ci^tdo* oOfcC'^r. lo estudiado en el Capltulo 2, o por la 
Crilrt de Eratdster.^^^o, nos damos cuenta de que un n\;mero escrlto 
en el aliit^^rr.ri dcclcna^ cs par si el ultimo dig! to es par* Por lo 
rftenos esi.o cierio, dentro de los llmitea de la criba que 
hentoa coriStruido, - ksit ^ 

liil ^^j^unero x^^itural oscrito en el slsteTna decimal os par, si 
ultlin o dlgito e s uno de los numeros 0, 2, ^, C y 8* Es 
Imp^^r si 3u ultimo dig! to n o es uno de estos numeros ♦ 

Tr^^^^-r:o>c? dv ver por que esto es asl* Para ello, recuerda' 
cdmo oncor.trtiTiOs los multiples de 2 cuando empezamos a cons- 
trulr v'rlbri do Eratostenes* Empesamos con e.^e numero y le 
u:*adimc;: rop^^tidtis vecoo, On el modelo que utillaamos, los 
ultimas di^Utos se repetian asl: 2,^,6,8,O,2,4,6,8,0,« • 
Ecto, que so oxtenderia a lo largo de toda la tabla, muestra que 
los nu:\.?ro3 parens son aquellos <;uyo ultimo dlgito es uno de los 
cln::o numoros sl^rijientes : c*, ^, 6, 8 o 0* 

Kn oi proWemri h da esta s^cclon se te pedira que empleoes 

oon '-1 > ai.ndns v repetldns veces, para mostrar lo 
„\ I 1 ^ * *♦ ^ » » * 

'■n t^'.tKei'o hatur.'al exprosado on el s3 at>itna decimal es 



iMj jinillax" ol crit^o parn la divisibillciad por 3? 
iFvHi.r;«K,: -.^^v-rr I - -.«rl arflo mirar ol ultimo dleito? Los dlez 

p^isv•^^X'; rJltlpl-c i - :< cor. 0, 9, 12, ir, 18, 21, 2^ y 27 

Todvu: 1: 3 ulfitos \:itlTios posiiaea, o sea 0, 1, 2, 3, 5, 6, 
/» ^ y V, v.p-trvo-r. -.^r. ^oii licta de los primeros dloz mul,tipl03 de 
* Por otra parte, lio nurneros que siguen no son dlvlsi.ijies por 3, 
aunqM- r>T«i tDr.tlo.r. ^p^recon todos los poslbles diglto/ultlmos : . 

" '0* I'-, 19, ' r^, 2;, 28 y . Sl. 

.'."0 pod'Av-.c c-: -r, pu>.'3, un numero divisible por < con solo 
mir.-jr .'d 'Iiir.v.- d'{:ita, • " 

I'vro r. ,r.-.-:\o: I:;:: ufritoa de los multiplos de j5. Para el 12 



- : j piru el 1': tenenoG 1 + S = '^i para el 18 
»- " ^-^ roder.os entonces for-rsar la tabla slgulente: 





J _ 


Id 16 


21 


24 


27 


,50 


53 


36 


59 






• 9 






9 






9 


12 


Muitlplo r}o > 




I *'* t-7 


•30 




60 


69 


72 










3 12 




9 


•12 


13 


9 







;Jutjd...j e^ur.oI':tr^^t.. propl^^dc^d que parezoa clorta acerca de la 
3ur:.r^ lo^* al.tltjo p^rti todoa los multiples de 3? Veras que 
-n j:i,io 1': Ipa dlgltos es divisible por 5. Adem^a, 

31 ar.aucj loG alf-.itOG d^* ciialquler numero que no sea divisible 
por j; (o.r.jid'-x^-.: ii;. on el que la suraa de los dlgitos es 7), 
i-^ :;.;:r.a 1.3 aicL^os r*,> ec divisible por 3. ^Te das cuenta de 
por quo -3 to r.'- -ipli-'i a todos los niisneros? Mlra el problema'3 

Ado-dc p-.; :-doj notir on la' tabla que la tercera, sexta, 
no^ena, otc. , sur.as d-^ dlgitos, son dlvisibles por 9, y que el 
torc._--o, no/eno, etc. , tnultiplos de 5 son divlslbles pof 

9, lor 1.. tsinto, tene;fno3,la sigulente prueba para la divlslbllldad 
por 

Un mbun>Q es divisible por 9 si la euma de sus dlgitos es 
dlvlslM^^ £££ ^ Ik contrario el nuniero no es divlglble por 

9. 

3ox. ilf-o nias conpllcadas las pruebas de la divisibilldad por 
1 1 y 1 5 y so ostudlar^i en un libro suplomontario sobre 



Apli r^c-mos io n;:ti h.>mos aprendiao aceroa de la dlvlsiblllciacl 
linos cunntiOG ejornpl-i^: 

?^J--r:;pl^ \ ^ot^^rT:ina una raotorlsacion completa de 232» 

1 uocto i^JUvji u'l nu::;orb dado tlene 2 como; su /ultimo dlgito^ es 
par y tior.^* como factor. Entoncos 252-t=:^*2 x 1l6, A su yez 
llf tione 2 como tWtor y obtenembs 232 « 2^ x 58* Tambl^n 

eo p*ir; lujiTo: = 2^ x Finalmpnte, 29 es un numero 

prime Jc ' lr; T^e ve er. nuestra tabla* dc* la Crlba de Eratostenes, 
o por *^;;re>biel6r; oon ios fac tores primos menores que 29: 
2, 5> % 15^ 19 y 25* Posiblemente te des cuenta 

do por ;:5;^ rvC;r3ario proVar 2^ 3 y 5, 

x'xin r,ir>^ri tabx;lar la factorisaclon completa es la 

^ • 252 ^ 1lC 38 ,29 * ^ * 

2 2 2 29 

• dondt* - 02*^:?1 pririor factor,, y 11 6 el primer .cocient^j luego 

2 u!. wvn:;;r.ao raotor do llG, y 58 el segundo coclente^, eto* 
Tenernoc, vntonees, una factorlsacion completa en la segunda llnea* 

HJ^^mplo 2* lH];terrrdna una factorlsacion completa de** 575* 
Kn eoto ciiGo cl lUtimo dlgito es Impar y, por lo tantb, 2 no es' 
un ractois rero la suma de los dlgltos es I5, 'la cual es 
'dlvlslM-* por 5» for lo tanto 5 factor de 575 

dividlariCio, tei.^:^r.03 =^ 5 x"191* Segun nuestras pruebas, 

2^ 5 y : no so:, factorct^s de 191* Enss^ando, encdhtramos 
que 7, 11 y 15 r.o son factores y^ por conslguiente, 191 
es lih nuruoro primo* iPor qu^ no es necesarl^ probar algunos 
factoroa prinos niayores que 13? Resulta^. pues, que 
375 - 5 ^ i9t es la factorlsacidn completa^ 

EjemplQ 3* Detemina una f actorizacldn completa de 539» 
Nuostras pruebas muestran 4^e ninguno de los numeros 2, 3 d 
5 es factor* SI probamos con el numero 7^ vmno& que 
^.59 » 7 X 7*7 ^ 7" 11^ que es una faetojrizacion conr^pleta. 

Es Importante notar que las pruebas pai^a ^ la dlvl^slbllidad 
^ que se ban dado en esta seccldn, valen sdlo cuando el ntJmero 
o=td esorlto on el slstem decimal. Por ejemplo, el nOmo^ 21 . 



en el si3tor.a deciml so oscribe ^0^^^^^ en el slsteraa de base 
oiotc« Kate .numero ^O^j.^^^, no es par» a pesar de que su ultimo 
dig! to OS Goro. Cin embargo, oabcmos lue 30^^^^^ ^ qulere d.eclr 
(5 X slef:) - 0, y, puesto que el ultimo dfglto es cero, sabemos 
quo el r.umero es ulvisitlo por siene. Si un numero 'esta escrito ' 
en base aiete, es :r.uy racil darse cuenta de si es dfvisible por 
sieto o no; basta rij::>rse en si *el ultimo dlgito .es cero. 

La propiedad de que un numero sea factor de otro- no de^ende 

'^»e iii xr.a:ner:i oor.o este escrito el numero; por ejemplo, siete es 
siempre vir. tactor de vsintiuno, no Importa cdrao est^ esoritp. 
•Poro las prvol:i3 de divislbllldad que hemes dado aqul si dependen 

.del adstora do r.ujr.eric'idr. en que el numero esta escrito. 

gjerclclbs 

U i;uac:i -a :v-nor ractor primo de cada mo de io5 slgulentes 

(a) 11-. (c) (,e) 539 

'(b) (d) VBi. (f) 121 

2. Bucca uj.a rnc t:orisaci6n completa de cada uno de los slgulentes 
numeros : . 

i^)' X' (d) 96 ^ (g) 57S . U) 729 * 

• • 130 (h) h32 (k) 1,098 

'-^^ (j:) '^t>^ (1) 376 (1) 2,324 

■3. Observa^la llsta de multlplos de 3. Yendo del 9 al 12, 
-^1 aigito do las unidados disminuye de 9 a 2, y el dlg?.to 
de las decenas aumenta de . 0 a 1j por lo tanto, la suma de 
los aigitos disminuye en 7 - 1 unidades, o sea ufta 
dlsminucion neta de n . unidades.. De modo parecido, yendo 
del iS al 21, el primer dlgito aumenta en 1 y el 
segundo disminuye en 7 'unidades. ^Es esto cierto sieti^re 
que ei dlgito de las decenas aumenta en 1 unidad? ' 
ocurre cuando se pasa del* 99 al 102, del 999 al 1,002, 
etc.? ^Pued^s conclulr. segiJn esto, que la suma de los' * , 
dfi:i^o3 de un multlplo de ' 3 slem^gre da otro. miSltlplo de 3? 

\ Demuestra que la' prueba dada de la divlslbllidad por 5 
elempre resulta bien; 



5. EiUiKiora l:s tn-.tltiplos de 9 y mlra puedos raostuar la 
px\;*.»ta l.'i alvislbilidad por y. . * 

G»- iV^^des dar ur.a pruoba de divisltllidad por on el sis- 
t on.a * de c: l.T.a 1 ? » • 

7» ir'uodou iar una prueba do divicifcilldad'por IS- en el sis- 
. toina decimal? ' . * , 

'S.~ iCiAalea de los numeros slgulentos son dlvlslbles por 2? 

9. Supont>-- que \;r. r.ur.ero effte escrito en el sistema de .base 
.Gioro. .:Es divisible por dlez si su ultimo dlgijto es cere? 

iKc divisible por tres si la suma de sus djgitos es dlvl- 
.3ible p r *:roi?? 

10. Contests las preri^ntas anterlores para un slstema de numera- 



n. Halla \;r.*i pn:eba do dlvlsibllldad por 6 ejn un slstenja 

'a-j .•au-:.or::iClpr. ^>r. base sie»-o. 
1'.::. Da ur.-'i pi^jeta de dlvlsibllldad por h en el 'slstema decimal. 



r-'^xlno cor.-.tn divisor 

, I M >■ W Mill **— ^^^1^ ^ 

Considora los nuraeros 10 y 12.' ^serva qtie ambos son. 
numerc.G pires, Desde luego, son dl visible^ por 2, o podemos^ 
declr qi«--' 10 y 12 son multlplos de 2. ' Por el hecho de 
que 'k C3 i.n I'actor de 10 * y tamblen un factor de '12,. deqlmos 
que 2 OS 'j.'. "factor comun" o un "divisor comun" de 10 y 12. . 

Todos los ^nunieros cardlnal^s son raiiltlplos de 1. Asl, 1 
OS un ractor coniijn de los elementos de' cualquler conjunib de 
numeros. cardlnales. Por lo tanto, cuando Jiuscamos factores 
comunes, nos referlmos generalmente a numeros dlstintos' de - 1, 

v.Qu^ otro factor, aclemas de 1, es coraun a 12 y' 15? / 
iEs 2 tin factor comun? 2 no es un factor de .15, porque 15 
es un ^itlmero Impar.. ^t^v conslguletite, es ln^oeible qOe 2 s^a 
un factor comun 'de 12 • y 15* Sin 'embargo, 12 y 15 
ambos multlplos de 3. »Iuego, 5 es'un factor comun de 12 y 

^Tdenen al^n factof "copiun los niSmeroa 12 y 50? Escri- 



HI conjimto do fac tortus do 12 es 
M, 2, 5, k, 12} 

i£l conjur.to do factores de 30 es 
C 1i 3, 15, 30] 



biando oi c:oi»/ .nto 

y el do raotQr*;D 

Indica 1 i.-i U'.v:vchUj 

vu que hn,v variOG rac tores comunos. Los niimeros 1, 2, 3 y 
aor4 lo^ :*:ac:.orco c^,n;une3 de 12 y 30» 

iTienen algun factor cbmu'n los numeros* 10 ' y 21? Escri- 
bienUo cor.Jur.to 
de f^ctoi*ec dv 10 
y el d*j i^iu lucres 
de HI, corr*:: j.- 
indlcu 1-t u 



1;' 



^1 


Gonjunto 


de 


fac tores 'de 


10 es 




f1. 




5, 10} 


SI 


oonjunto 


tie 


fac tores de. 


21 es 




{1, 


5, 


7, 21} 


■ 



M m, — I - 1 111 I Miffc^^^^w^^ 

HI no tier. en mas factored en comun que 



« * ♦ 

11 



'/•-.DG nr.i p. : .r. todo cbnjunco de numoros cardlnales los nu- 
:r.eros ti-.>i.^.>r. , i iSor con:un u En algunos hay otro factor comiin 
adoT.us d-«l 1, - on otros hay varlos Tac tores comunes. 

^ Es stii, por v:irla3 razonos, rlconocer los factores comunes. 

• Ya h'u: u.:.ao i-t.iu-.-i do factor comun al reduclr fracclones. ' Por 
o.'t.rnplo, j>:,;>ieir" 4S a | usas el factor comun 2 de 10 

y li;, . 

• 38" obcerva que 2 qb un -factor comxSn de 12 y ,30; 
e:i r^-'siilt-tcl. do car.ceiarlo ea sin embargo, vemos que en* 

• T^' todsvla el factor comun 3, de 6 y "15. Luego 4- ae* 
paede rcducii* a • . , 

;3e puc«G reducir * a i usando >m so.lo nura^ro en vez 
de usar prlr.ero 'ii y despu^k 3? Qulza te hayaa preguntado per 
qud i*edpcori ^ usando 2 y 3, eu^do serfa much® rods' rdpido 
usar ' » 

oSs - un ra<Jtdr comun de 12 y 30? Reflrlendonos* a la 
Il3t5i anterior de estos factores, vemos que 12' y 30 tleneh 
.los "factores comunes 1, 2, 3 y 6. ^En qu^ se dlferencla el 
d« los otros factores comunos? Es el mayor de lo's factores 
o divlsorcs comunes de 12 y 30.^ Tal factor se llama el "mayor 
factor comun" o, mds frijcuentoraente, t-j. "maxlmo comun divisor" 



T>«-rirJcl oru ri:i :r>axlmo conr.n divlaor de dos numeros Vcarclinalea 
'-^s r.ayor n»Jr.'>ro c.'\rdlnal qv;«? as factor de cada uno de ellos»' 
Genoralr.u'ntio, el nidximo cojnxtn dl'Vlsor es mas util en mate- 

matlcas qu'.^ o'^it^on fautoreg comunes. Pckt lo tarito, nos interesa 

taucho* 

l'i>o'i:'jr.OG otro M'J(iT:;plo\ Supongamos que queroraos encontrar el 

mdxlixo cor.\tr. divisor d-:? 12 \v l8. Podrlair.os escri>5ir el con- 

Junto d»^ I'ictoi'OG Gij cada uno de ellos: 
' Kl con/j-n^o dv I'uocoros de 12 es. {1, 2, 5, ^, 12). 

HI cm Junto de mc tores de 18 es M, 2, 5, <3, 9# iB). 
Kl con.!*.r.to ae I'••^ct^^ec comunes de 12 y l8 es (1, 2, 3, c). 
— V Kl .Oiv-\':.ontj .v.<.cr avl onjunto es . Por consigulente, 6 es 
el ^.axiao com;-:, divisor dt? 12 y 18. 

De i^r.■<al r^odo, supongamos que queremos hallar el mdximo 
cor.ur. divisor d- "J* y ^^0, Sscribiendo los factores de cada 
uno, it.-ner.os: . ' ' ' »• 

Kl c nJunT.o dv rac tores de 2^ es (1, 2, 3i o, 8, 12, 24).- 
•il cor.Junto d-i fac tores de *0 es {1, 2, 5* ^, 5, 5» 10, 12,* 

15, 20, 30, 60)» 

Kl cun.''.n^o a-.- -u-torcs c".!;.m.cg es {1, 3, ^, 12}. El mayor 
d^ ooto^ rictor'^s --'w ^?1 12. por tanto, 12 es el maxlmo comun 

E.|ercl olos 5-^ 

1. Hscril o ol con,'unto de todos los factores de cada uno de loa 
nur-oruw alf-.ulentos. Enum^ralos culdadosamente porque tendras 
,quo ;3ar ostos corijuntos para resolver el problema que clgue, 

(a) • (g) 12 (e) 16 

(b) . « . (d) 15» (f) 21 

: 2. ^isando las respuestas al problema anterior, escribe el con- 

.J».nto de fac tores comunea en cada uno de los caeca siguientea: 
(a) 6, 8 (c) 12, 15 (e)* 12, 15» 21 

h (I) 6, 12 (d) 6, 8, 12 (r) 8, 12, 16 

3, Escribe ol conjunto de todos los factores de cada uno de loo 

:V numeroa slguientes; 4 . 
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4. 
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(a) 






^ (o) 




(e) 


40, 72 








id) 




- (f) 


^19, 36, 43 




Ucando 


rospu 




los probl etnas 2 y 


4, de mas arrlba. 








A V ^ 




divisor en cada uno 


de los sigulentes 






•f^ * 
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(-0 




^ 1 

» ♦ ^ 


/ \ 


28, 40 


•(e) 


40, 72 
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8, 12, 16, 36 
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ivlsor en cada 


uno de 


los casos 
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1 • J 
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(e) 




(1) 


•15, 30, 45 
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(f) 


50, 


(J) 


20, 50, 100 




(c) 






(e) 


* 12, - 1.6 
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tomun divisor 
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y 6? 




(iO 




V3 el 




comun divisor 


de 29 


y 29? * 




(c) 








comun divisor 


de a 


2, a, donde a 










r r.C.rnero natural? 










ea el 




comun divisor 


de 1 






(i ) 




Vc? *>1 


niaxirr.o 


coniun divisor 


de 1 


y »29? 




(c) 


iCual 


OS el 


maxlrno 


comun divisor 


de 1 


y a, donde a 



9^ 



AO. 



Supon^>? q :*:^ 



*alq\.ier numero cardinal? 
t representan dos numero^ cardinalea 
distlntos, donde a < b, 
(a) 



iTendran a ;^ b alempre un factor comxin? Si es aaf, 
^cual ea ese factor? 

31 G representa un factor conwSn de a ;^ b, ^puede 
aer c e a? Sl'^ asl, da un ejemplo, 
(c) i^.^ede ser c = b? 31 es asl, da un ejeraplo. 
ouponte que 1 es el maxlmo 'com\2n dlvlaor de tre« numeroB* 
(a) il^be a^r alguno de estos tres ntaroeros un raSmero prlmo? 
• 31 no eg' asX, escribe un' conjunto de tres nximeros 



1 *. ^ - * 

cornp euyo r.ixino oonun divisor sea U ' 

TTAvor 1V oi c3 asl, da ui* ejemplo* 

(a) vl oon.^ur.to do lo:: olemontoa do A* 

(b) Esv:ribe el cofi.^unto de*los elementos do B. 
(••0* vl cjnjur.to Ir.terseecidn de Icq cofUuntos A 

(d) . ; 'i^'tles s r. l.>s Taciores coiv.anes de 1& y 42? 

\»^'} iv^-^^ rcl-clon hay ent.r-? las respueotas (c) y (d)? * 
IV* ' c:nJunto do Ids r^^^ctorec de JO y D es el 

cjr, '':r.^o GO los raotcres de ^^-^^1 ®s el corjunto Inter- 

S^-eolir. dv Icr oon/untos C y P? • * * 
1^^^ CI K con/unto de los rac tores de 59 y G ^1 con- 

/ .ntc d-; Is ructoren de o^^'^l el con Junto Inter-^ 

5>,*acl6r. de * y Gv 
1**. A* :..llu:' vl :r.dxiriO coniun divisor de un conjunto de numeros^ 

e;: r.^^loc:..:, i ?eces, er>crlblr todos los rac tores. Trata de 

-i.c Ktr ?r r.^t rr.vni.era mas raplda pax*a obiener el maxlmp comun 

d:;I^v*r, "..p^onte que vas a encon::rar el mayor factor comun 

do 

(-0 ^:acri r *: rictorl2aciones coropletas de *y 45. , (Es 
, uucir, ^\u;t4era* todos los factores prlmoa de 50 y -de 

(t) :,C\.;dl es ol naximo cor^un divisor de 36 45? 

(c) Cor^para las listas fac tores priraos de 36 y 45 • y 
encuf^ntra el maxlmo ooimSn divl8ol|j de y ^5'. 'iPuedea"^ 
buscar juna manera mds rdplda de obtener el mdxlrao coimin 
dlvl9or? . ^ ' ' * 

1- . (a) . Ascribe u^.a factorisacion .cosipleta de 18 y.de 90* 

(^) iCu^l es -el maxlmo oomijn divisor* de 18 y 90^ .* ' 

li .' Factorlza compl^taraente cada numero^en loa con;*imtos * • 

slgVilentes y halla el indxlmo cojntSn divisor para oada, conjuntot. 



■ 17S - ' -JJ 



(r) '-2, io~, U7) 



(d) ■ , ri/. . ■•^0-%- '-^^^S'^i 

17. -(ai iCv 'l -^s el r.dxir.o co::;vh; divisor de p y 6? 

(b) r.er.or fuuicr con'':r. de 0 y • ^ * 

(c) Icual us ,1 r.er.or r'Ic.:r coTnijn.para dos nutnero's cardlnales' 

18, Has nprer.'ilao las rperaoiones c r. nur.eros cardlnalest suma; 
/ ■ res*,:!, r.i.ltlplicaclor. y divlaion. En esta seccldn he^mos 

c3U,aI-iaa -L-t n;,..:.v:-:. "dv hallar -1 r.ax5Tr.o coraun divisor, cuya 
ribrevitit: .ru ^--s r^.^^.d. ' '. s- nqs er. es^. pro.blema el almbolo . ^ 

i " r-r-f Ir.cl-isr le opc-racion do hallar ol n. c.d. Para 
•>.,:...,-.">., >s -ui: 'il -o .alesqr.lera, a, b ^ sea . 

A : - r.. c.d. do a ^ b . - 



> r* 



^ o.d, dc a ^ c 



.N.vt^T . A. i8 = o 



(• ) - Vr-i.-io cir 'unto de los numeros cardlnales respecto 

c^pv^i'^'i : Ion A 

(^\ .v, .^v..^-..-^v-5 "l!i operacion A? Es decir, ^es 

, 0 A b ^ b A -i'. <». 

Ks I'i operacior. A ? Ea decir, i^z 

a A (t A c) ;i (a A b) A c? 



. , , • » 

tf-n.. hesld'.os en la division 

Otra mar.era de hallar el maximo* comi5n divisor es xisar una 
l^elacion em;re Itis dlstintas etapas del procedlmlejito de division. 
; Para oompronder este m^todo revisemqs el procedlinlento de la 

- division. * ' • „ 

La pre.-^nta "iCudl es el resultado de dlviddr 16. per 5? 
:. ae puedc trar.aformar en "^Cu^ntos cincos" contlene el niimero l6?". 
•p^demos hallar la respuesta utillzando las restas repetldad, como 



n:e-..-jejfu-a - Ij^.dei-eha. ConCanho el numero 
voc. a qu..^4^ j.^^ restado 5; obtenemoa como 

T%..r*^ 1 ♦ . ^» ........ ^ >k ^ ^ 



I 



16 

-t4 



i 



^ir.er. ccrrie...te de hallar la aoluoldn este problema 
do division s« ...xponc- or. sogulda: 

' . „ 3 Residue 1 

5 Tit , ^ ^ V. 

• . 1 . ^ 

. , lar:. cV.r.prol:.r la sduQldn uaawoa la Idea aiguiente; 

= (5 X 3) + 1 

i-.:. v: proc:e-a :i:{terlor do divlal^n, el numero 16' "se 
l.'.ru. :i ^ , ^:a.:.dv . ^ es divisor, 3 es el coolente y 1 es 

\ ^ I^rol otro ^-orr^plo, Dlvidamoa ' 253 por 25. / 
* ^ ^ ' , 10 Reslduo 3 

^ ".r. .' - v: ^. pnxfe. cualq>;ler problema de dlvlaldn: ' * ^. 

alviav^r.do = (dlvlaor x bocXente) + reslduo 
n .i.so :5r::.-.o? natem^tlcos a, b, q R, donde 

representa el dividend©, ' 
"i.'' represents el dlvlaor,- 
"q" roprehonta el coclente, 
■ J*" representa §1 realduo, 
vcv: i^.i-.cior. do 1. diviaidn ae puede e^reaar como algue: 

* . * ** . a (b » q)' 4. R ' * ^ 

Concldet^-i el e'er^plo si^iulente de. division: \ ' s ^ 

^ .. Reslduo ^23 

100 . * ' V 



q) - H 



1 - (fc 



1 



1 r» 



i iilguiente. Hazlo ouldadostirr.er.te 
^ . par.i ooi.r.ei:^,:.^ a la pregunta 2, 









.1 






0 


■ — — - " 


* <> 








o 




5 * r 


* ? 


1 (n) ; 5-; 
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(a) Co..p'ir- vl a:.-:sor y ol coclente en cada ejeraplo. ^Tlens 
aler.prs u:.o ^stos mayor valor que el otro? 

(b) Compara el coder. r.e y el dlvldendo. ^Cu^il tie;.- nr., or 
-.-Uor, 31 01 dlvldendo y el divisor scJn ambos'numeros 

na'u'. rales? 

(c> Compai'a el divisor y el residue* ^Cual tlene slempre . 

jnayor valor en eada caso? 
(d) i^T-uede ser cero el divldendo? Si es ael, da un ejemplo. * 
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170 
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*" » 


„ ~ 

■ 
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'"^i-^ 


9 




.... . 








'(d) 1 '-00 


'i 


9 


Q 


:(e) 


17 
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5 



r.-::.:j:> I'- tiU'-. .interior, eon testa a las sigulentes preguntass 
: h 3or r.ayor qut: b'V Si es a£^^, da un ejeifiplo. 

: n'jr mayor q i": ."i es as'I, da un ejeraplo. 

■ - n-'T rr.nyor quo q1 coclc-nte q'. SI es asl, da 
.•:'.pi^>. 

r.ed^ tr^aiq-a^i- nunero aar.dlnal ser un valor posible de 

KxpllC'i pol' q*.C% 

»uen*' cMslqule::-' iii'fnt?i\-i natural ser un valor posible de 

Kxplicn por qv.^. 
ri;ede cualqtjier numero cardinal ser \.m valor poslole de 
a? Expllca por que. 
Voando la r§;lacidn fundeonental de la division, a = {b • q) + R, 
dondc' H < b, contesta a lo sigulentet 



ERIC 



♦ ^ ' * - 'i.uj: Ion rvslauos 

pujl:!.^^ v,\ protloma d^? division 
-^-^ q.v d-. , o-'-*a?»to vale bv 



ai 



1- 



uvaser, >-,-p r": reslduo i:t» 



.... . ^ ,i> 

4 . v» 



A . !e: n, s.?£:i;v- ^Sl •! d1 fnde -I -Jltlr.o divisor « 

'd rssiduo 0 

7 T~nr 



J , Xi nw*vr/ * t^a t^i iU:.Irno d:*.*l302' i.sado* 
^ ^ ! I , ^•>^* ^do --trt-^rirr^ hnll ti miyor factor comun 

P^r\ los parous ao nur.eros sleuient^s: 



. ) '^ . ^ HO* ^ ^^^^ (r) 508 x 

i :f cp-rr-::ior.v-s slr^ier. "Lee* Haz l03 cdlculos y da 



*u Kr...:r.-^r*; ::r..tur.to dv todos 1-s factores conunes para cada 
.j.,,^ l.s ^i^--.i€rntes pa'^eti d- numeros: 
(zk) 18, (c) 2h, 60 

it) 11, .55 (d) 39, 78 

huz ..na lista, usando rtuneral^^s en "base siete, del conjunto 
ae rcaos ios factores comunes para cada uno de lbs aigulentes 

5. haz los*calculo3 indlcados. Comprueba todos los resultlKlos 
que siguen a la pregunta (a), usando la operacldn Inversa. 



iElc ..... • . . 1.52: 



- , • - -V —-ST, 



(e) 5j»:-v* : r> compmei^alo 

*(r) \ \ u * oompruebalo 

* ) - ^ t ^ , * compruebalo 

::*jH:t \u r.Ixlr.o V. r;:r/ cil vlGor d^* los ralmeros dados en cada 

0 ^ * • (c) 2v, \ii 

- T.^xlr-.c ; r;;r. divisor de vlurr.eiitos dt;? oada t;no de 
^ ^ r ^.. j I r -^r.tn-s, KsorJi^ tui: rtrspuestac on notaclon 

(-/ • ... 



" ^ i-^ ▼•^ 




^*^oratu las respueotas 



f ^ - T (d) 11 ^ X 

V 

tr 



' • r ^ ' ^ " 7 

Ccr.vSl:.. tros lir.cns en un piano. 

{'=) r.l r.lngi.na df.- estas rectas es paralela a otra, icuantos 
puntos de Interseccldn tlenen las tres rectas? Blbuja 
^ir.a fifciura para lluatrar tu respuesta. 

(b) iCiiantos piintys de Intferaec-olon tlenen las* tres *rectaS s> 
do3 son paralelas? 

(c) iCuz^.tos puntos de Intersecclon tienen tres rectas si 
todas ellaa son paralelas? 

Iraagln.- que est-Jis en una habltacldn cuyas paredes, suelo y 
techo son todos re ctangu lares. * 
(a)' iCu^ntos ejew^los puedes encontrar de tres pianos 



(.0 . U) 



it) ! * , 101 . 



0 (o) 



[\ ) ; ' ^ "'2 vl'^alvlnor s3 '?! r.ayor residue -posl hie en 



Kxpiio^i por qud so?.cimn*^e do£ eleno^.tos en 
r\ Ks.M'I' -^' 1.^. ivJneros repr^^s^-ntidos por las sig\;ientes 

is I ' 




m 



(•} 



» I". 



^-vr^na^ \i cor*,?ui;to viv ios x;ur.eroo primes rospecto 



{• ) 



iv l^G nuriorcs pi^imos rospecto 

a.; 2 Ion nfTnt.ol b < ^ ^ 6 > * 

(rt) I.?, i.urnero para ^ada 

^uv*> de esas 4 letras a fin 
d*^ ilv^trar las ^relaelones 

^> i:^ no son necos^-- 

P^jalol .1 Inulcadas con inter3roKaclom 



r. 



{ .) 1 r 



?Qih5 propiedad .de los 



p-rr;lt o oGci^lllr 1 T ^ 7 x 1? 
-\ rlj- -L:r;plct- tli es: i:^ « 2 x 2 x 3/ 

• >* " n ias do«^ propJLedados do lou 

por^niter. OGurlbir 2 x 2^x 3 ^ 
J- - > X £:\ • » 

vicwCwiuporioi* ;sus f/ictujva prlmos^ si no^ ae' tiene en ♦ 

uvi ao:'.M-ero un trozo' .de papol y sie devuelve\^l 
Ktlsno^ ;,qn« pY^-f '^bl} idad hay quo g1 ntiweral que se ha 




\ 



\ 



7- r~ 



sacriilv) r^-pr*^Gor.*: V nuinero divisible po^;* cada uno de'los 

^ (a) iu (t ) - , (c) (d) 1 

her^ri^nd: *v oporacior; de oxtriccion de papeles del 
probivr;:i ':jL:;t;c:i^iwr> icxidl us el norior numero de trozos de 
pap^.^l q .<r ar^t^vc extraer del sor*t^3:^ para estar s^guro de* 
ten-Y* ^*r. M*r.eral dlvtsille por eada ;mo de los sigulentes? 
(a) 1 (b) (o) (d) 5 

Jorr-:-cponuvr;^:In biurJvooa ^enlre los elementos de lbs 
bl^^J -N^vc j^r./vr ^o^*: 31 es asl, establece la correspon- 

(ri) '\I a- 1.3 nurneros f.aturales del 1 al 11 

^v, 1 civ loa numer^s c.^rdinales del 0 al *10. 

(l) HI ooV;J..r.to de Iv^s r.umeros impares entre £.0 y 80 

y ^^1 cc>?.; ur."o de^ los .numeros pares entre 17 y 47* 
(c) oor.Jv^r.to* de todos los rnultlplos de *5 Q^^ son 

;Ti*^nort*s quo y el conj^^nto de todos los Tnxiltiplos 

a«i^ ' :oT^.pr^^^.dldo3 '^ntro 100 y 200^ 



Has apr^n.dld.^ nj^^cho. aceroa do los multlplos de ?08 

que todos los n.trieros cardlnales son milltlplos de 1 1 

q:>e los nuneros pares fO, 2, 0, son los multlploB 

do 2; . ^ , 

que fO, 3> )i$ 3on los multlplos de 5» * 

*En forma serne !an,te podemos enumei^ar los multlplos de cualquler 
numerb natural*^ 

' El numerp 2 es un nUmerq par^ y el numero 5 es un n\Jm«ro 
Impar* Generalmente no c3?eemoa que t^les n^meros t€;ngan iBUCho en— 
cmnun^ No obstante, Is! oonslderamoa el conjunto de mdltfplos de 
^ ii y el de mul^ plos de 3> vemos que tlenen algo en comun:^ 
.; , algunos de lo^. mxlltiplos de 2 son tambl^n , multlplos de 3, For 
ejemplo, 6 es un .mul^tiplo de . 2 , y de 3. Hay mucijos <}« estoa 
;^ .numeros que son. dlvlalbles por 2 y por 5. El conjynto de 



♦ • • V» ^^-j 50, , . . } 

J?«> :;»i:r»-,-i*ji:; q-;?.> nor. ::,ultl: loc (lo r:;ds cio un nutnei'o 

acelt' u-.v p.,>r».,>r.ou« a nSc ac- uf;c. Aal y. 12 son inulUplos 

'/^a:r:c>3 oiro ejeir.plo. Kn\;r.c-ro:r.03 lo3 muLtiplos co:nunes do 

Gonjir.to .io r.itltipl-s dc ,-t . ), 5, . , 9, 12, i.;,;,' 18, 21, 

Conjl-tj ue --IMploG U : To, 8, 1H, 1.., £0, 2^, ..,} 

:rv ;u . wt,o3 oor./untos tlenen en oonui; son los 
y>u.it:.^pia:i 00::. .r.v-o 'du- 5 y *+. HI cor.Junto do los :ti«ltlpl05 

. !2, 'iH^ . } . ^ \ ' 

y 'n*>'ru-.*,'-l5r. cs-.,- los dos Gonjun-os anterlores.* • ' 

L.:>- t:?lpi .J ^:-r>..r.03 sou muy utiles en la arjltrr.etlca. Por 

• •■; >'r.pl r .n-.T,:c ~ - 4-. Kac.lblr.os i como }■ y ~ eomo 

?r* «''i:t - ^, Aqul estamos usando un inultlplo 
.conun d-' y 5, Al I'ocolvcr tnlos probler.as -puede que hayfis 
llamado :a "der.or.lr.ndor comun", Ss un mulUplo comun de 

iDw d--r.o.T.ir.-H:o: I-.:; I'raccJones dadas* 

Pvios::. r ' , IV, 18, etc*, son mulUfloa 'de 2 y. 5, 
popepioG -..rii- -<\.-2i iult^ra ao estos nitmeros al sumar ^ + j' Obs^=>rva 
q'.ae el :iur:orD • uc-imos cs el Denor poaible de ellos. Es 

tarablen el fr.«nor dy^ I03 rnultlplps comunes -de 2 y ^, El numero 
6 3e llaTna e3 "nilnlmo coln^n rm^ltlplq" de 2 y 3. ^ , ^ 

Deflnloldn. .SI rti^niino comun multlplo de un con Junto de 
niimeroa naturales es el inenor niamero natui^al -que. es traSltlplo 

• • de cH^da' elersento de ese. cooJunto. 

Nota que* 0 es un mdltlplo comun para cualquler -conjunto de 
numeros cardinales.* Sin embargo, el' 0* no 8© puede u^ar bomo 
denomlTiador oomun al sumar o restar fracclones. iPuedes escrlblr 
' usando un d*?nomlnador cero? Proclsament^ porque no podemos * 
hacer eato, nos Interesa solaiaente el minimo comun- multlplo 
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Kr.jrl:- i -.-.l-o. todos 1^3 r.ultiplos, monoi*eD que 100, 

(a) • (e) 9 

{t) - (d) 12 

Us'^r.do Ins r-*op >'St.S's dol problema 1, escribe el conjunto de 
todos i-c r.ult;Iplos con:un>iS, menores que 100, de los nxSmsros ' 
de ada uno d-? los slgulentea pares: . » 



• (a) ' 


?> 




8 


y 9 


(b) 


y 9 


(e) 


8 


y ia 


(c). - 


1 ~ 


(f) 


9 


y 12 


3* Usando 


tus ro3p^iC3taa del 


problewa 




escribe el inlnimo 



comun multlplo de loa numeros contenidos en cada uno de 
los sigulentes conjuntos: 
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1:5 ralm<in>s eor.tont doe' on 
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.* (J) 
(k) 


: ; 1 , 15^ 
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. pro I ieintk S c nt;-^? 
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compuestos o 






r,J!r-.oron prlmosV 










por las rt>spuest?is 


del problema 








tv^Iail parr^ vr;c ntrar el t'^.lnlmo oomur4 multiplo 






eases? 


s 








o cc;r:?un multiple para c^a uno de 


los conJ\^ntos 










(a) 






1*10, 12} 




(fc)'. 






f 12, 15) 




. (o) 




ih) 


6, 10) * 




U) ' 


J' 


(1) . 


iio, 15, 50) 


* 




(8, 10 » 


U) 


6, 8} 





8, Sn el problema ?, que con.'isrfto, de numeros, loa eorapuestoa 
o los prlmos, pej'tdhece cada uno de los numeros, 4, 6, §, 

de las pregiintas (a) hasta (j)? 

9. Compara las' preguntas y tus resp\ieetaa en loa problemas 7 y 8, 
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1 ^ 






























J 






in ejernplo 
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t> a 5 




^-i r,Vn;or multiple oomun' Da^ ur* e 
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Jemplo para 




10. 








1 r.fr.Ir.o conur. nult;^plc de • y ' 














1 r.rr.lTHO Cv>r,ur\ ^raUtiplvO do 29 y 


29? 






{ - ) 




> * ' > 1\ i 


1 :\Ir.::r.o oonrJr r.^ltlplo do a 
1 .1 :,t^nero .ralV 


a, donde 




1 *. 


^ L ' 






'1 r;i^irr.o Cv^^mun ::iultiplo de 1 y 
1 "^/^r.ir^o oomnr; multlpl-^ de 1 y 


29V ^ 








r 


V3 ^^ 


u rnlr.inio oomun m.'ltiplo de. *1 ^ 

r>\t": cualqulcr r.unero natural'? 


a, donde 


» 
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. »^ 




I aoi. nurr.oroa prlmos dlferentes. 


ipuede a 












-^5i^ntar i-l ir.inlmo conun multiple de a bv 


ft 










l sor; nuiTiei^oE prlr.os diferentes. 
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:pr^^»^v*Uii' el mlnlmo cornun multlpl 


o de a ;^ b? ^ 








1, 




son r.unoroD prlmos dlferentes, '^^^^1 








vi 




-s,^r..t:; multlplo de a, b ^ c? 





A^, KGr.udivir.u^^ l-c ^r^vrplos slguientos, trat^Me descubrlr ur^b 
rr.::ir;*.^r:t ripid': dv r>^^^Trm3nnr el mfnlmo comun multiplo: 
;£J?^mpl ^ rr.contrrtr el mlnlmo comun multiple de 6 y 8: 
( 1 ) ; rir.<^ro •^p.c-t^lbe ur4a factorliaclor; completa para 

(;:) ra menor raiUtiplo comun es 2^ * 5, o sea "24. 
(5) N'ota que 2^ • H • ^ • 2^ - 192 es un multlplo 

comun de 6* y 8, pero no es e3, menor. ♦ 
EJemplu B. Encoritrar el menor multlplo c^mun de 12 y l8t 
(l) Sscplfce una f actorlzacion .completa para cada niimero: 

. 12 « * 3 . 18 « .2 * ' - 

{Z) i-n nienor m-Jltlplo comwH de 12 "y l8 ea 2^ • 5^, 
o sea 3^^» 

'.(3) iEs (2^ 3 • 2 • 5^) un multiple coiroln de 12 y l8? 



0 



er|c ■ • iSf) 



(a) r rj, V V ■ (h) ^ B, 9; 10] *^ 

(i>) ' 1', ^ 1 (i) « 1L% "iJO, 2?.) 

(«) 1 , '(1) -jjii^, H^, 180) 

^ . (^') i '» - > ' ' '(^n) : 1,17,5) ^ • 

^H. (-0 :.;;-.iy :'>:I>:!r.:^ r.-.tltipl.- nor. r-. do • j5 si es asf, 

* ' *. * • - * , ^ «^ * 

jl^h) ^ j:;uy r.'b::r.o r:.;lt.iplc corr.ur. de 4 y Cv Si es asX, 

.(«•) %.; .y ::. '.x'r.o r.ultlplo Cv->m^tr. do loz elementos dc toclo 

1-:.* (a) i.rn'i^cv.^^ ^.^-c::i-^r^r a 0 oonix^ un .Multiple de coro? (^Es 

{\ } :.oi:i-r;o3 Av>!,3: avi-tr a 0 cono un multiple de 6? (^Es 

(*u) :,U>ck':no\t cor.slder^^r a 0 como \m multlplo de^ a, si a 

0 . Uqulu^- :Lurr.e^ro cardinal*? 
<c!) Jupc>nto qi.e so h ;blora deflnido mlnl|no /comun milltlplo 
c:or4u *'ol rrierit)r„iutmero cardinal'' en vez. de "el menor 
:..:n:..'i*o nitural'', ^Cual seria el Fifnimo comun njultlplo 
^ de los elemeV.tos do cualquleij conjunto de numeros ^ 

r.aturalesv 

(e) -sojrido la df>riniol6n correcta para minlmo coiiSn multiplo^ 
cihay un nlnlmo comun multlplo para oijalquler numero 
natural y 0? ^ , 



5-8» Reaumon 

* ■ ■ — ■ 

Kn la mayor parte de este cr;.X:ulo has- estuaiado los wSieroB 
caMlnales. Tambl4n has estudlado algunos subconjuntos importantes 



:; -'^.,r-. HI U^'O, "ios inJMEROS FRIMOS y los 
r^ATVKALKS y Isjr.bler. lo 3or, cir*l c<in Junto do los 
r^^-^r.^ral'^a*, rii. 'l^^^v^'^to del cor. Junto de los 



*\o:* o i un' nur.oro I ^IMO es todo nu?nero --natural 
di^^^^Irfic .i^ ulvicill*^ ^ioiirav^nte por si misno y per U El 
nii;r.-i*u r.c v3 U2\ nuir.ero prlno* FrererJmos no inclulrlo como^ 
nun* *r:^ prlr,D, itv::*<:i;e cualq>d»:>r. niim^-ro podrla expresarse ,i2omo 
prouv^^^x; r..*:r*ti*ra:: primoa do virlas maneras distintas si lo 



ui"r.«ro COMFJESTO os un niiinero natural dlstlnto de 1, y 
0 pri:t.o. Los "nuKic-roe cojnpuesuoo tlenc-n. mds de dos factores. 
El t^irrdno "factor" sp :sta usando en vez de las pala^DJjas 
.-JftXtlplicando y niultipllcador. El nunero a, es'un FACTOR de 

cl b divisible por a* El conjunto de factores de xnn ^ 
jpiunerc contleno, #todos los n^ineros nattiraies que son .factores 
del nismo. . ,Un^ACTORIZACION COMPLETE de un mimero es la 
exprs^sidn de' ebe n\imero como product© de numeros primos, ' Parsi 
ur. numere prlmo, esta factorlsacl^n se reduce «al raJmero prlmo . 
ralsmo. Para un numero conqpuecto hay dos o m^s. factores. La 
PROPISDAD DE FACTORIZACION UlUCA de los n\ameros natural es se ' 
reflere al becho de que cada ntlmero con^uesto se puede expresar 
Qomo producto de prinios solamente de una mantra, salvo el orden 



^FA-TOK :^^rJ:: de los elejner.tos do -..n con.Hir.to de num^ros 
cardinalos es r.ilr.ero que es faotor de cada eleraento de ese eon- 
• juriUo*. El :-:aXI::c CC:-^:::* divisor de un conjunt<? de numeros car^l- 
, r.alia «s el r»ayor r.utnero natural que es factor de eada elemento 

de ese con.'unto. *Lr. factor comun no puede ser mayor que el' menor 
, elemento del conjunto. 

El numero cardinal b, er uii MULtTIPLO del numero cardinal a, 
si a ' c ^ fc, donde c es tambien un niiraero cardinal. Un 
^ MULTIPLO COM" dc cor.Jvnto de numeros es un multiple de cada 
elemeijto de ese conjunto^ El MINIMO COMUK J'fJLTIPLO es el menor 
numero r.atural que ps r.vltiplo de cada elemento del conjunto dado. 
El*minimo co^nun multlplo no, puede ser menor que el mayor j^numero 
deP 6on.!unto dado. 

' • C EjerclGlos 3-8 

1. I';ilia jl .7.axi";o jor.urV divisor de los numeros de cada uno de 
* los^ aor./iir4t;o3 sicuientes: 

M .5} • (g) {2^,-,43) 

* (b) . ?} . ^ (h) {66, m 

i<^) rr, 1-} ' (1.) {59, 51} 

W . (1^;, 251 Hi) an, 

(e) • 12, 3- ; * (45, 72,^ 252) 

(f) 115, 21] -(1) {U, 92, ^124) 

2. K'alla el rr.inlmo comun mijltiplo de los numeros de cada uno 
de los ponjuntos de las pregu^itas (a.) hasta (l) del 

prntl'^rr.a \ 

3. (a) haila el producto de los eleraent^s de cada conjunto del 

problerr.a 1. • I 

(b) Halla el produ to del maxlmo coraiSn divisor por el'^mlnlmo 
• conun multiplo para cada con Junto del problema 1. 

(rtil'iza tus respuestas a los prxDblemas 1 y^ 2. ) 

(c) iQu«$ rclacidn hay entre tus respuestas a las preguntas 
(a) y (b)? 

4. (a) Escribe el conjunto de todos los n\5mei»os compuestos 

nr^enores qiie 31. 
-(b) Escribe el eon junto de todos loe numeros primos raenores 



r.e-i:. ti V • dos numeros naturales. Suponte que el "mlsflTno 
con'r. divisor de a t cs 1. 

(a) -'ui: -^s el nlnlmo comun miiltlplo de a. ^ b"? -Da' un 

ojemplo para explicsr tu . respuesta, ' 
(t I ^uerlu oierta^ tu respuesta para (a) si hubleras ' 

entpesado con tres numeros naturales a, b c? 

(Hei-.-T-Tda que el r.^ximo coAun divisor es 1.) Da un 

'jjernplo para explicar tit respuesta. 
('.O :r-:ode s-sr par 'jn ni'mero primo?. Da un ejemplo para 

• -:?xp:iG-ar t . respuesta. 
(l) i,?-ede- ser impar un numero primo"? Da un ejemplc para 

e/.plioar tu respuesta. . 
(") :.>:dr.ros numeron primes - termlnan con el dl^to 5? 

(d) _ A excepclon de dos numeros primos, todos los demas 

prir.os terminan con uno de cuatro dlgitos posibles. 
Hscrlbe los dos prlmos que son la excepcidn. ' 

(e) :-:scribe los otros cuatro dlgitos que se hallan en el 
l-.rar de las unidades para todos lo"s numeros prlmos 
distintos de las excepclones que encontraste' en la 
pregunta (d). 

r-;.p r.te q-.e el rnaxino comun divisor de dos numeros es el 
r.i3r.o q-je s ; rcinimo comun multiple. ^Qu^ se puede aflrmar ' 
acerca de esos numeros? Da ejeraplos al explicar ^tu res- 
, p .osta. 

(a) ;.C\,al es el mlnifgo factor comun de"" 2,86? y 6,431? * 
(t) i,Cual es ol maximo multiple comun. de 2,867 y 6,431? 
1 11: bulbos de tulipdn han de ser plantados en un Jar din. 
r.fjscrlbe todas las disposiciones poplbles de los bulbos si 
30 hands plantar en filas rectas con un mismo numero de 
bulbos por I'ila. 

Dos c^panas estan colocadas de manera que suenen a intervales 
disti.ntos. Suponte que al princlpio las dos campanas suenan 
al nisrao tiempo, 

(a) -.Una campana suena cada tres minutes y la etra cada cinco 
minutes. Si ambas campanas suenan Juntas a las 12 del 

; o , 



(b) Una oanipar;** 5^;or.?. cada seis TilhUTOs :/ ia otra cada quince 
minutos. anbas sue^.an Juj.t^as a l iS 12 del dla, 
ocusmdo v^lveran sor.ar Juntas? 

(c) Halla el' :nlnir>o ao:nun r^ultiplo de 3 y 5, y de C y 
VK. C«prr»par!\ eat;^ respxsestas con las de las pregur.tas , 
(a) y (t). «x 

(a) ^Pxiede el ndx^r.o coraln diyisor de algunos nuraeros cardlnales 
coIriCldlr con el ninimo "cornun multlplo de los mlsmos? SI 
.es asl, ui. e.'emplo. 

(b) it'iiede -Ai naxlnic' co.nun divisor de algunos numeros cardinales 
ser ei. alj^iun caso r.ayor que'el nilnimo comun multlplo de los 
mismqsv Si* os asl, da un ejemplo. ' 

(c) ir.sede ei mlnir.o comun multlplo de algunos niimeros cardi- 
nales ser en- al^^un caso iftenor que el rr.aximo comun divisor 
de ios .Tiisnios nw^eros': Si es asl, da un ejemplo. 

(a^ oEs posible que hay a exactamente cuatro numeros compueatos 
ontre dos ndnieros prlmos oonsecuClvos? Si es asl, da im 
ejemplo* 

(b) i£s posille n>:A haya exactamente olnco numeros compuestos 
consecutl /OS entre dos numeros prlmos consecutlvos? Si 
asl J da ur* ejemplo* 
Se dan los numex^os 222, 783 -y 1,065» Sin efectuar la 

division , contesta a las pregimtas siguientes* Luego^ divi- 
diendo^ comprueba tus respuestas. 



(a) 


iCuales 


son 


dlvisibles 


pon 


?'? 


(b) 


iCuales 


son 


divlclbles 


per 




(c) 


iCuales 


son 


divisible^ 


por 


^ * 


(d) 


iCuales 


son 


divislbles 


por 




(e) 


iCuales 


sen 


dlvisibles 


por 




(f) 


w *u sJlX ^ 0 


son 


divislbles 


por 


4? 



iPor quo i>s Impnrtante conocer los nijineros primos y Siis 
prcpledades? 

PKOBL&lA't^IPICiL. 5e han de plantar diez bulbos de tulipan de 
manera que esten alineados de cuatro en cuatro, formando 
e^actomente cinco iMlas. Dibuja un diagrama de esta . . 



T ■ 



. IhOPLffiA I :?:::!.. o.^^«es que puede habor un numero prirso 
r?i2on por qu^ cret^s que no 1.^ hayv 



n 



-ERIC 



'■""^^ ^-'^^'^ -3:*^::;: 1 'is frn col ones 

s3c-r.pr'->>: l^.-5ir:br^i ha conocidw-) las fra.cciones. Las in^ro. 

cuvrcJa- en uos p:irtes ce Ig-ual lonfeltud, entonces la lon^itud de ■ 

' i 

<fada par^e ie r-^sultafci de l,a longl tuci del troso origir.al. 



I 



4: -i- 

31 nec-sl- xl- ; ♦'••iu-is agua para llenar un 'rooiplente, ' 




lAZA 



n.'cl.-i 'i'.^>, '.no't 1121* oon tenia -j- del ag;ua"del reglplente. 

T.on ei-lr-'l"»q eoninrlan las ^'or^ac clones. -1^1 principle usaban 
s Jl;> t>-f'j?,i r.-^?. -.inlt-i'las y la's fraccloneS j y ^. Llaraamos 
rr-iecJorv:^.? >.r.lt\rl is ? las que llevan' J en el numerador, tales 

111* * 

.«on^-> /r» 4. ~, Tcs egipGlos enjpleafcan la notaclon 

S'l' par.-. ~, es qeclr, el mmieral de ^ oon \jna marca • 
.espociui v;.;^!-'^. Jv-a^nglo. tenlar. que usar otras fraGclones,^ las 
exprf r-.n"rt.n >'r: '■-err/incs t3e fracclones linltarlas: 

. ^ * ?: " ^ 5 • 

1^=. 1 ! . 

K " H " 5 ^ 

El paplro hlilnd ( r;OC a. do J.C. ), ^copiado por el escrlba Ahmes 
de -iitcurr.^r.! u r/is ■jntlrv.o —ahorn perdldo — tlene im con junto de 
tablas p- ra r.os trar cidno se expresan las fraeciones en t^rmlnos' 
de iQS iVnouJones unltarlas. 

I<i3 f.MC.lionlD3 utilisaban habltualms^te fracclones con 
denomir.:(Uor • C, '"0" (5,€00), 60-^ (216,000), etc., porque la 
base de au slsterr^a de numeracldn era 6o. • Gorao hemos tornado 
nuestras unldades de tloinpo de los babllonlos, tamblen diyldimos 
la hora en sesentavos, llainados minutos, y el mintJito en sesentavog 



lia?n:uioG s«>tt*«naos. * . *■ , 

Loa ni:.03 rsDmarios aprr>ncilan, en pi'it^er l.jgar, las fracciones 

con denor.lr<aQor .doot>. No tenlan slrsfcolos para las fracclones, 

pei*p dab.in nombres a iVaccioi-^s tales coino j^, ^ ... . 

(.Usainos nctualmente algiana nodida q-ue utllice la Idea de dozavos? 
Con si tienpo, se fuoron addptando otras nbtaciones, * 

Nueabra actual not.aolcn .con^la raya de fraccldn " — " se^ 

genef'allscS en ol slglo XVI," 



6-2. HunteroG raclonales 

Hn oi rcsco d^ esto oapltulo v^reinos las fracciones desde 
otro pun to de visti, Ya conoces mucho acerca de las fracciones, 
p^ro i'^sr-as seci^ro 5o que sabes por qvi funclonan tus metodos? 

Las rasones son nuy li^ortantes. Algunas veces^ preguntas 
6, por q|uc ? cuando tus padres te ordenan algo, pues,* al conocer 
^l^ por que , entlenoes mejor sus ordenes. Posl]plomente te • " ^ 
resultara mis facil recordar cdmo sa trabaja con las fraccionesr- 
cuarjao sepas por que funclonan las reglas de caloulo. 

Has iprt?r.dldO' que un numero puede tener varios nombres* 
P.^r cjercplo^ 6, VI, 2 • 3 y 5 % 2 son dl versos HOmbres o' 
nunerales pira un r.lsmo nuisero. Tambl^n son otros aombres de 

estc",rr.isr.o nur.erc las fracciones ^ y Toda 

fracGlon Oi: un nombre pnrn cierto numero. Las frac'clones 

T* §■> 7^> *y "fr *r«?presentan nn niimfro. Las fracciones 
^» .* 9 12 ir^ i8 ' 

2* V* ^* %"» ^ "TT ^P^^sentan otro nUmero. !I^ales numeros 
se riaraan numero s raclonales. Las fracciones § y ^ son 

numeralcjs para .otro:;. numoros raclonales. i,<^4 otros noiabres hay 
parij, estos numeros? ' • v ^ . ' . 

^Cdmo compniebas la division r ' » . ^ 

. • • • • 

12 ^ 3 = ^? • 
Multlpllcas ^ por 4 para ver si obtienes "12, S^* divides 
12 por .5 Kailas una respuesta a la pneguntat J 

6por*que nxSmero *hay que multiplicar 5 para ob^ener 12? 



19S 





6-2 



1« 



5 » .0 

?ara Tt^reserrsar el fiiimeir^ que ljuscia, e$ mi^FTsa^^TTetra" 
"x'^ que el slgno Sserib^s, entonoes? 

S4 reempiasaa x . por H, I'a propoalcldn num^t^lca, 

12- 



•Ml 



es vei2l:\d';r»i. .Lrs matenatleoa acostumbran escribif 
12 ? ^. Escriben, pues, ~ Jf. . 

Con ^te nuevo slmbolo para la dlvlsidn escrlblmQS: 



en ve2 de 





12 


k 


* * 

porque . 5 • 




12 


f 








5 = 












6 


irk. 


10 _ 

•> ^ 




porque 2 * 




10 




9* 


7 


porque ,9 • 


7 = 


65 



DeMdo a que h, podemos reemplasar h por 



12 



.en 





1 




12 


12 ' 




* * 




✓ * 














En i^oraa an^alo^. 


* • 2". 


0 


6 . 








•>> 


. . 2 • 


10 


10 










9 • 




65. 


7 





&l^or cual nume;?o deberia reemplazarae la x para hacer 
« verdadera la proposlcldn nuin^rica 

' • 3 • X « 12? 

» P<^r , X » 4, Pero al te f 1 Jaa en* el parrafo anterior verds que 
hemo3 escrlto <■ . " 

12 



12 



Tmtto h comq ^ son sustiti^tos correctos para x. ^ Los 
iiumerales -4 y ^ representan el mlsmp ntamero* En la mlsma 




;s.^„ vsC*-t' i^^, , 



6-2 



31 

al 



4- ryoM-^tnaa ' 6^2 para ai^^all^fa^ en olaae 



U (a) 


SI 


X = 


• ; M 


Si 






. SI 


X ts 




♦ OA 

oi 

♦ 


X. « 




51 


X - 



E 

9 ' 



X * 



iqueniJinero .cs 2 *x? 
^que r>Wei:*o 'os 3 x? 



^qu^ humeri es 9 x? 



Kn lo qua si^ue, dk el ,r40mb^e 'da^-Hck fraccidh^para el nxfaiero 
\ represenr^Go por-aada x: " 



(a; 
(b) 
(c) 

(a) 

(e) 



3 




(f) ? • X = 5 

•(g), 4 • X * 13 

7 * X = 1 

1 • X = f3 



(h) 
(D* 
(J) 



^^' .^r;?* a X b son nuiperos naturales, deslgna.por una fraccldn 

• el numero representf Jo po^- , x en h x ^ a.^ 

Sfe^gf^neral, si a »^ b ^ft nuraerol cardinal es ^ ^ es ^^ife- 
1"^" Debido a que es mas siiqple, un slmbplo tal como -b » x se ) , 
■pt^ escribe frecver\temente bx, ^.B * k se ^escribe 8x. Pero 

el sliqbol^fie la iniiltlpllcaci<5n debe ser escrl'to^ caaoa como 
^i^Jj^S i?o?>i:^? - Sabes que la dlvlsldii es la inversa jde la 

qiultiplloacldn; Esto se emplea ahox*a para osanbiAr^la pregunta 

^ . b * ^ 5« a, . ^ ^ 




^••ii|*ii!PCk;f»^i»if-'\tii^^ ^ ~- ^-"^ — — 

^IliiiiiiiiiPiiiijl^^ 



, >N i i:^ > ^t, - . 



-1: 



0-2 



Ujr^fjnbolc' *" I",, dorado a ^ l» aoV.hujnet^os, al^iBo b 



pop la fracoltSn ^ a,^' llaK^ai' mli^ro raolonal i eualqul^i* numero que 
&e .puede escri^bir eti esth rorma se liana r^^ro ^RO^oy^a^ ' Pos* 
ej&fflplo^.0»5 Veprusojita uii liymez^o racional, puesto que se le- 
pjiede escritlr ocnic ^. 'Jnsu i'^acoidri ^'3 un 'norabro para un *iiijlniero .. 
raclonal^^al cor.:; r.ur.eral eg un nombre para un mlmero.' Son ^ * 
non^bres -airci'cntea para ur» ir.lsmo numei»o Ips siguiente'sj ' . 



to 3 nc;rr.bix.:; 



son fraccio-nc-c. 




' III t 1 Si 
y 2' 5 FT* 



y 



21 



A V'.^C23 -?s mtmoro esrciin.1l. Ocurre aol ciiai.do V es * 



factor d-:s a, y acSlo en tal caso. 
*«' « "cardinal 



-•J 



un numoro cai^dinal. ^Ilay un nujfnero 
lai que 2x t» 'i? ;,S3 un numero cardinal? 
D03 rr:iaulp?uj3 que represen^raxi uii mismo niamero se llairlan 



4 



"S 



ij Da uft »5.tm?t^lo de c** da una de las slguientes' clases de numerosj 



(a) JJurucro natural . • • - 

(c) Un Jtiuniero cardinal quo no s^a naturals 
;(d) l"n nu~.6ro raclonal* que no sea cardinal. . * • 

^.Gualea la.'i' expresiones sleulentea reppesentan. numero3 
' racional«3? . *" , 



1 (-1) 

♦ 

(d) 



5. 



1 



(e) 0; 2 \ 

(b) 0.11 
♦ A 



4 



1 J. , % 





• Si 


X 




— 


k ^ ■ 

} ir ) SI 


X 








x» 


■» 












(e) SI 


X 


as 












(r) ^si 


X 





10 



i8 



4 ' 



' (g) Si X « ^ , ^ Qntoncc's « \ . 

iJ, En c4 problema 3, ien Qiu^.casos es cardliial el nuiaero x? 

Dondequiera quo x sea \in*n\Jmero cardinal, escrf'belo con 

un solo dlglto. . * ' % ■ " 

5. Copia y coaq^leta los sigulentes enunciados: * 

^ ;(a) Si x ^ ^ , en^i^o^s x m ^/ 



(b) Si Xtt^, entonces^ 

(c) Si x =^ entonoes 

(d) Si X « oa^toneo3 



^X 2=2 

X » 



K^j SI X » , entonces x*t= 
* (f ) SI X « -y^^ entonces x « 



1^ 



'.1 



6* En el problema 5, &en qu^ ^§jos es el numero .x lan ndmero /y**^ * 
cardinal? Si 'x es uh niimero ciardlnal^ escrlbeio con " ' 



Sin dlvi^ilr ni J^aciiorlsar, Ir.dlca cu^lus 'da los.^nunclados ^ J 
-ifflguieHtss sor. yordadei-os. Por ojemplo, para mostrai* que • J 

^ « 8, niuitipiicw.*-^y por 21* a fin de ver si obtienes 168. 
(a) 

Co) 





15 




« 


iii J 


6'. 




.11 


1 ;^ 1. 


as ■ 



* 

Para .-jada uno de "los slguientes problemas, escribe un enilri- 
clado numorleo qu* lo de^crlba.en lenguaje matem£>;iGo. Usa- 
X para el^ ndmepo deaoonocido y dl^ en oada caso, lo qug re- 
preaenta* , ^ ' ^ ^ 

EjemplQ ^ El padre dew Sam cortard un tronco de, doc e pies de \^ 
largo ex^ o pi?*2|y€^n^ ionRituffes iguale^, qu^ largo sera ^\ 

cada plesa? . • 

Respueata .- Si, x es 1^' lor^itud^de oada pieza en pies^ ^ 
entoncea* 6 * 12* :^ * , 

(a) SI 36'rep«irten ''la. galletas en partes Iguales entre. 3' ' * 

nl":i03, icuantas galletas ;t»eoibe cada jilflq? _J 
'b) El automcSvll del sertor P^Srez conauinltS " 10 galohes de " 
^gas.blina"Wriurkte un Vlaje de 160 miHas. ^C^luntas millas o,j 

recdrrld por gal6n de gasollna consumido? 
fe) ^ SI se necesitsufi 20 saoos de ceraento para, cons trulr un 

canlncde 30 pies, iQ^^ cantidad de cemento se necesl- 

tara por cada pie de ese csunino? 

(d) Treihta y dos alurnnos se aepararon en . 4 grupos Iguales. 
^(Jrfanto^ alumnoa hiabo en ci^da gx^po? ^, . 

(e) On maestro tiene que diatri^uir 12 hojas de papel,'en 
partes igualss/ entre s\as 24 aluinnos. <5antidad de 
papel reciblr^ cada alumno? \ ' 



; . ^ Ma3 via to qu* 'l r.i'moro sfirdinal , 3 • puede epcriblrse cotko 

- * .t* ^i^^' inusatvci quo 3 .03 'un nu'nioro racional. Dei mnera 

* anSlo^a puecitjs Hipa trur que todo nuroero , oai^d^tjial .es racional.' 
; " ^ Guando est-udlv-isie los niSmeroa cardinalqs, aprondiste que 

.twian. oiertaa prople4adeG.. 'El aprendizajc- 'cic los rrarmron 
t^Giouf^Xta hace mas, Sacll si se sabe ^ue tlenen algunas 
: esa^ RilSRias'spropisdades. " , -c . ' * 

•: ^Reouerdao que la suma de dos nxlmoros c&i'dinales en slemprb 

— - un nUmeiHj -oardinal y quo-.el ^roducto de dos nunscros' cardinal es 

taintld-n .oa, ;2* >n;prc-, up numero cardinal.. Ss dec^r, si *.*a ^ b 
^- son numoros JaM;?.nal2^, i^ntpnccTs hay \)n -numerc' cax-dinal c pa'i^a 
el cu^l • a - b V. e, ^r-^ nuisero cardinal d para el cual • 
^ • ^- f ---^D'-into- de los numferos ca:s^dlnal'eaVi.ene la prol 

a- 3cr corrada respecto do. la adi^jBlon y I'a^ multlplicacidn. 
■ '\ El conjunto de los numbroa raclDiijZiie^ 'tione tinbl^n la pro- 
piedad do r.or o-'^-ratio reapeeto d*?' la adlcldn'y a^'multiplic • Jlon, 
. La Qunr^ dt^ dos riurr^sros racionale.s^es un, numero racional. ^ Sabe 5 

, ductgr dc Jos nun.oras racionaios Is un numijrb. racional. Ten 



3 



■4 



7^ 



1- 



-1 , I. 



El pro- 



:prer:'.'r.tc que 



1 1 



1 



S" ' 7 n"" y * t * ^ . ^ leneuaje 
precise CT.uiia^asipc: , • . » # V ' 

1, EI cwn.Jjf^.'.to de loc numeros raciojialea es Gerrado 
ro3poct.o do las operaolon^s-' de adicidn y rouitipllcacldn. 

Sabes ya que 3 3 y 3 • ^4 = l| . 3, p\|«8 para 

103 ftu!^.erou card^nales la adicidn y. la mult^plicacid^ tienen la • 
propledad coniuutativ-^. Eetas opera clones Vambien tienen "a 
pir.^pi-dad ?or^T.u::ativa p^^ra 3os nia^eros Vacionales. Sabes que 
2 5 5 2 • !• 2 5 : ^ • 2 . " t 

5" F * 5 F* ^ ^" 5 ' S" ' F ^ lenguaje preciso 

esuableciiinos : ' . , 

'j, • Las operuciohea de adicidn* y inultipiicaeidn para los. 
r.^meros racionalea "tsnen la propledad cdrjnutatlva. esto esj ' 

a.+ 5s:b + a2.si»^ = ^'»* 



1 



.3::; O 



^:oc..eruac. t.-ir^i4n [juj i. + (3 ^ -*) ^ 4-5) +4, y que 
' (5 * - {i * ;\) ' poiXiU- I'A adicldri y la multlpllcaaXvSn 
ti'^Mior. 1,1 pr.^pi-.>a:-d '::so^^latlva par-; loc- r.i;m<^ros cardinales. Para.. 
ICS j-rimoro. raGl^:-j-.*-.i:-c. tar.blen tlcnen estas oper&clones la pro- 

•y * * y) - (y * * J. ler.guaje precise establecemos: 

3. .p-iVi..:^, av adicldn y multlpllcacidn para los 

ivJrivrcc i-i.Io:v:tlcs riv? l.i pr ::pledaQ asoclatlva , es deqlr: 
1 V (l - ^i:) = (a + b) T c ^^ a(bc)'= (ab)c 
;,Qu>* :'l»-3t.irici : ♦ {'c t- s)'? For la;pJ*opipdad distrlbutiva 
aaben que :>bti*,*nJ ol inlsno, resultadc. si se calcula 5 * 5 « 25 
^5 S * * \, * 3 T \^ 2^. Para los rjumeros v.apdlnales la' 

^ miilT^Iplica I6n os Jlstributlva respecto de la aaicldn, , La propie^ 
dad din'trilur.iv:x ^;ale tarrjbien pftrn los nilmeros ra<ilonalos. Has 
uaauo c-a*-^ prupledad para los n\1r4^rns racionales al multlpllcai^ 
4r- po!' : • Hn niiestros slmbolos^ S * (^+^) ^ 5 % (4 ^ 4-) 

* 4 * ^ - 1^0 •^ 1 « iiU En lenguaje preclso enuinGiamos: 

:;*ultiplicncion OS dlgtrlbutlva respecto de Ta adlcidn 
para los numeros^racionales; es declr: ^ 

^ ab + ac ^ ^ 

Entre 1 - nuneros cardinales habla dos especlales: 1 y 0, 
que, tambien r.on raanei^os raolonc^les* 

Sntrte los nurr*eros raclonales hay numeros especlales 0 y 
U 0 la Ider^tldad pdra la adicldn ' y 1 es la Identidad para 
la TntiltlplS^acion . 

Cuandoidxjclmos que 0 es la Identidad para la adlcitSn 
quererr;Gs aisniricar, per ojcniplo, q\.^e 0 + 3 ~ 3 ^ 0 - >j es dWlr 
que^' 3u cuna cci^o a cualquler n\!mero, ^ste no carabia# En sim- 
. Ijolos ectto se p^jjede expresar asf: 

O^-a^^^a + Orra 
no impof^Tirido nijm^ro cea a. . Analogaraente, cuaiido clecimos que 
1 OS la identidad para la inultlpllcacldn qyeremos ejqpresar, por 
ejeiapl'^, ino 1 • = 5 • 1 = es declr que/ si se multiplies un 
'numei:o cualqulera poi< 1, dibho nilmero no cambla. Median te 



simbolos so puocto oxpr^^sar 'esto do la'ciguiento uianora: 

1 • a a • 1 = a 
.K^edes doclr que 1 es ur. nunoro racional esci^ibltSndblo 
como la fraccidr. Para ver que 0 es nuroero racional te 

bastarla recordar que 0 dlvidido por cualquier n\imero -natural 
es 0,. 21 X = Y» 1 * X 0 x debe ser Igisal a ce^o. ' 

Cuando definimos el numfro racional |- dljimos que b no podJa 
Sf?r coro. ?u«.d^a tuSicxr la rasdn do esto viendo lo que pasa 
con ^. ^ ' . • . 

Si X = ^, ontonces 0 • x = 5. No hay nlng\5n nilmero x 
parn ol cual 0 ...-k s. En consecuencia, g- no es ningun 
nurnoro. / 

Estas cl^bo propiodadas *de los niimeros racionales te mos- 
' trardn la? rri2:ones de algunas de las reglas que establezcas para 
las fracoiofies. Ucurr.Ds t-sas propiedades para raostrar que 
t " Ttf* X s= entonces 2x = 3- Como 2x y 3 son. 

nombrca del nilsmo numero, 

5 • (2x) =3*5 
?or la propiedad asociativa, 

lOx = 15 - 

?ero. X ea un nonbro para por tanto, 

3 I*-. 

Si escribes la ultima ecuaclon como 

3 5 * 3 

ves quo habrlas llogado a la mlsma fraccidn si hubleras multlpll 

cado el numerator y el denomlnador de i por 5. Generallzando 

/ ^ 

obtenemos / 

Prop le dad U Si el numerador ^' el denomlnador de una 
fraccl<5n son multlplioados por un Msmo 

^ ' numero natural , el numero representado 

no cambla . Si se dividen numerador y " 
denorolnador por un mlsmo n\5mero natural, • 
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♦ 

tjj .nuriei^ repreaer.t;adQ no cambla . 

lua victo quo y -y^ aon I'racclones par*^ e-l mismo mJniero. 

Ots^s nor.bres purOi -^-c numero son: ^, ^" y iFor ouales nu- 

morus dr^bcG mulsipllcar el r;urr.!i"i''aQor* y el denomiiiacior <3e ^ para 
qbtener esaa Cracciones? Gomo en la oxpresidn ^ el . numerador 
y el denominador no tienen mas factor coniijin que 1^ esta se llsma 
^ -^Q^st i^^s simple o gorma Irreducible de la fraccl6n « 

Para oncont-rar la forna raas simple de ^ hallamos el raaxljino 
comun divisor do 72 y 45, quo ©a 9. Luego; 

72 ^ 9 ' 8 ' 8 
. 9 * 5 ~ 5 » 

Si prpf2er-\?, h:--or -^1 caloulo en mis etapas puedes seguir este 
procedlmlor.wO : • . 



- 3 ' •_ li = 3 ' 8 8 
-V ~ 3 * 15 7 15 3 • 5 5 



Para escrlbir um fr-^ccl<$n |- su^ forma .irreducible ^ 
hallamos el rr.:'xlTr.o coniur. divisor k de a ^ b, donde a = kc ^ 
b = kdj lue>;o 3 por la propiedad J_, 

a kc c 

5Jercic''o3 6^3 

1. i-Gu ales de los sl^ulentes numerales representan numero s . 
racionaiesV* , * 

(♦'i) V ■ (g) 1^ 5 

^ (^) ■i . (h) 2.15 ^ 

(^i - r - . U) 5.0 

. (f). ^ - 2 - (1) * 0.0 • ^ 



Sabes que 

. ^» 1, 5 . 1=. 1, ^.4=1, 1.5. 



Voivaxnos a nue^tra deflnicidn de numero raGionjal y veamos 
c<5mo estos produci^os relacibrian con ella* 



a y b 


son 






1 'y 31 son * 


n^meros 


cardlnalos. 






numero s cardinales, 
3M 0 


b ^ 0 




Sea 


a = 1 


bx 


a 


Sea 

>* 


b « 31 


3IX = 1 


X » 


St ; 






X = J- 



Sabe.T.os que es el 'raimero- racion;^! por el que poderaos multl- 

plicar 31 pa'ra obtener 1. 

iPor qii4 numero podemos reeniplasar x en 

para obtener un enunoiado verdadero? La respuesta es ■g^ 
Considerer.oc ahora la ecuacidn 



EntoRces 

y 



bx = 1 

X 



1 



(b es un mimeax) natural,, ) 



b • |.= 1 



El nunero ^ se llama reclproco de b, Tambl^n b es 
llax&do el reclproco de " SI el producto de do 3 mimeros es / 
1 , los numeros se 1 Iranian reclprocos uno de otro , ? 

Algunos pares de nilmeros, reclprocos uno. de otro, son; 



J y 7, 21 y 4p, ^ y 62. 



^Cueil es el reclproco de 1?\ 



" 1 1 



^ ' Hemos vis to que los nurri -iras nq.tui>aie3 y -otros como y 
^ elenr'n rt\c.fpr<:»cos. * :Tiene ^ un reclproco? ^Hay un nilmero- 
pot &l cual T- puodo ser. r.>:l tlplicmio para obtener 1? La arlt- 
m^tloa puo'de la ruspuesta. . • 

Sabenos quo r- • * 5. y quo 3 • |. = I; entoiices uaand^ la " 
pwpledad asooir tiva, tenehos que , . 

(3) • 4- - 1 

J? ♦ 
.Vemon ci m^ultlplica ^ por • ^ el product© es 1. 

' Pero- / "t "J* el replproco de |. es " 4. 

jGual rl prod'.;- to do ^ • ^? I'BoT qi:tl? Podemos ver por^ 

qui el prod ;t-..o' -c t, recordando que S = 8 • 1 ' 

La oxporlencia quo hu^ adqulrldo ra-jltlpllcando numeros repre- 
.sentadOG por fraooiones te peiTRltlra declr probableaente- sin Indl-- " 
car I09 cUverGos pasoc del calclilo, que j * J = f. Las diver- 
^ac ot;apa3 del calculo muestra^ por qaS esta proposicidn es ver- " 
^dadera; utlIir:an.do las propiodades (3e los numeros racionales que 
oonocemos. 

Los ejjirnpl.ps nos.llevan a la conclusion de que ^ • — a 1. 
sleiapre que ni a ni b sean cero. 

Pix>piedid Z. Ki reclproco del Tiiimero racional |. es el 
nv y>ero racional si a / 0 ^ b / 0. 

* SJeyclcids 6-4 * ^ 
1. Halla loa prod-.ctos: . ' * ' ' 

. (a) ' (d) (45) (^) 

> {b) (i)(vv) , ^ . , (e) ,(|)(5)(1) 



i1» 



[ 



HecordonOG c6mo so constnayd en el Capl-tulc^J la rocta 
*num<?r^ica. Conenzonos con una recta y selecclonamos un punto 
quo llam5i:r;os "0". 

6 ' '■ ^ 

^ Despu^3 de adoptar ima unldad de longltud, mar^amos la recta 
con traso3 s»?psr2dos entre si por una distancia Igual -a esta unl~ 
dad, partiondo desci^ 0 hacia la dereohtx. Do3|>u^s de haberio 
^^cho rep^-tidad veees, marcamos los sxtremos de los segraentos 
cdn los miraeros 1, 2, 3, y obtuvliaos una rigura Gomp la 

siguicnte; 

\ 0-4 2 3 "4^ 5 , € 7 8 9 ^o" 

V* 

EJfV.uraL-roxnittural en cada punto Indlca euantos segmentos de lon'^ 
gltud unii-arla se nan medido entrtJ Q y ese pvsnto.. 

Para sumar 5 y 2 sobre la recta numerica, partlmos del 
0 y reoorronos unas'dlstancia de J unldades Iguales, A partir. 
de est'3 p<in?o, medi.T.os luogo hacla la derecha 2 \midades mds, 
Ignaleo^a iac; antcrlores. La reunion de estos dbs segmentos "es 
aquol cuyo exiryno isquK^rdo estdi en 0 y' su gxtremo 'derecho 
eswd en la longitud d-e e§to seemento es la suraa de las lon- 
gitudes de IcJt; otroG dos sc*gmentos. Tenemog, en tone es," una 
rieura sobre la recta que muestra la suma 5 +' 2 = 5. APuedes 
.Indlcar como so resta sobre la recta num^r^caV 

Para multiplichr 3" poif sobre la recta num^rica, pode- 
mos partir de 0 y recorrer cuextro segmentos de longitud 3 
cor.o 3e niuestra.un 2,a .f igura siguiente: ; .* • ' 



' » • * ■ « ' 



9 12 



Eato da tainbldn un procedima ento para dlvidlr, Si dlvldlmos el 
segmento cuyos extrqmos son 0 y '12 en cuatro partes iguales, 
cada part^ tendra longitud 5. Por consiguiente, la ralsma" - 
•'flgura puede represeal^ tan to . ^ 

12 = 4 X 3 como -^.= 5.^ 



% * * - . t. 
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Si p*'^nt^.->!rion ^-^r 12 oono .^1 d»*^sirjnir"i do^o p3:?Sj la recta muestra *i 
que hai? ouottro yax^da^j en dooe pies y 'que, por taiito, 

^ aa . , doc? tercioG ec igual a cuatro* 

^ otras pnl'^br^MX '-cioce pies son cuatro yardas^^^ lo que taunbl^n^ 



\1 



3e puedit* escribir Moce terclos do yarda Igi^al a cuatro^ yardas'^^ I 

pueo pM es un t^rcio do yarda* * ' ^ 

La mis^fia irecta' numeric a puede usarse para reprosentar el.jau- I 

mero dv* yardas c^ue hay, diganos^ en 15 plea. En este caso se * ''^ 

puode tomar cl scgnifcnto ouatro veces, dejando un segmento adlcional 1 
de un pic* EntoiiCes, como un pie es un torcio de una'yarda^ tene- 
moG ^ \ 

lo que 3e"puede leer, -^al: "trace pies son cimtro yardas y un ' 
torcio Je yarda'*.' Ecta rdsina igualdad puodo tamblen ser eiscrita 
on lanoiria v * 

15 - 3 tM ; ^ 

que ao pued-y leer: "15 pica oon ouatro yardas mas un ple'\ 

Cunsidereinos otro ejomplo. Tratemod de 3;*eprei5entaT. soov^e la 
rocta nunerloa ol nfeero do pies que hay en ^5 pulgadas* Habrla* 
quu dibujar la recta numerlca que muestre la ecuacldn - 

^3 = 5 ♦ 12 + 7 - 
quo pt::k1-' l'»r: "^5 pulgadas son tres pies y 7 pulgadas". 
Uaando I'racciohen, podria tambien haberse escrlto * • 

oxpr'>3*;r do ol h :'Cr;o de que do^zavos- de pie son 5 pies mas 7 * 
dosavos de pie* , • ' v| 



" -si 



MlentrQ.s la recta numerlca ayuda a m^strar estas relaclones 
al prlnoiplo, rt?sulta poco ponveniente si \se trata .de operar bon 
nuueros grandes. Gonsideremos la f rapcidn^ ^ sin constinair la 
reuta nutnorlca. SI dlvi dimes , 83- por 25^ obtenemos el coclente 
5. y ol residua- lC, os doclr, * 

85 .23 • 3 +• 16 ' 
Otra manera de escrlbl??!© ss: • 



Sjeroiclos 6^ 

U ribuja i^i. Una hoja de papel una flsiara semejante a la que se 
muestra a tfontinuaal<5n. ?ra::a cada jsegmento de 4 pi^lgadas 



\ 



• 
41 



^ ^ -^-n , 

<^ V - _ -J * 2 I j T PULGAOA 



; t 



. f — — ^ — I 

t ^ J 

Divide cada uno ds los segmer.tos en el siguiente niamero de 



partes : 






(a) 'd 


partes (como 


se Indica en' la figura) 


(b) i| 


partes 


(e) 6 partes 


Xc) a 


partes 


(i') 5 partes 




partes 




£in una 3 


-.o^a* de papel 


dlbuj'a una" 'recta num^rli 


— ( — — 




JL , 1 ^..j 


0 




2 3 4 



Con tanta exactltud como to ^ea poslble, locallza en tu recta 
\ num^rlca cada ur.o d^- "los puntos slg\ilontes (el caSo (a) se, 

^ rauestra en la I'igura): .* . ^ . . • ' 



\ -(g) Si r- locallza en la recta num^rlca. 
'•^ (h) SI 12 • X = 4, locallza "x en la rectsi num^rlca. 



(a) Cpnaldera i^c puntos marca^os con las letres A, C, D, *" 



8 A C f 

-«» 1 < 1 « 



Da 3- different es norabres fraccio^es para cada uno de^ 
Ids p--jnto3 A, B, C, D, E y ' F, como por ejemplo: 

'A: ^, J etc.* 

(b) ^Es ol TiUinerdi racioaal colocado en ol punto B aenor o. 
mayor que el nxfeero colQoado en* A? Explica ti? resf)uesta» 
. •■ (c) iEs el nvmero^ raclonal cblocado en cl 'punto C m^nol? o • 
ma^'or qi?*? ,el numer'o colocado en A? Expllca tu respuesta. 
A. Interpreta scbre* la rtcta num^rlca lo slgulente: » - 

(a) 4 . (^) 80 Yo) S a 

« ^ * 5 5 

5. Expresa cada una ,de las siguientes fraeclones corao" un nx5mero 
cardinal., sumado «a un numero racional menor que 1 : 

6. Muestra -sobrs laVecta numdrlca la igualdad;, ^ «= 

7. ". Utllizando el r.etodo del ejeiaplo 3,' J?esponde a las preguntas dpi 
\ los problemas. 1 y 2 de %sta, 3eGcl<5ft.' 

8. Muestra. c(5mo se efecbua la sustraccl<5n, *3obre la recta num^rica, 
en eada uno de l-os siguientes casos: 

* (a) 5 - 2 » (b)- 9 - 5 

*9.- 'gn el eJ«implo 3 heraos encontr^do un criterlo para saber c^ando 
dos fracclones representan un mlarao numerp, al escribir cada 
una como su equiv^lente con Igual • denomlnador <pe la otra. 
iPodrlanos, sscribidndoXas- como sus f^aoclonea equivalentes con* 
Igualejj numeradores, haber hallado tambl^n un criterlo para * , 
saber si representan un misnio' niimero? ' RecueKda que hemoa 11a- 
mado "oqulvalentes" *a doa fracclones j|ue» representan al raisiho * 



f 



1. .Caioula mentalmente loa* 3d2:uif^nt:f?^«^ prod^ictos* Da las res- ^ ^ 

puestas en su .rgraa irreducible* 1 



(a) 4-' 


1 


(i) ' 


2 


* t 


« , (q) 








t 


(J) 


k 




M 








i 


(k) ^ 


1 

3 


. 1 

3 


* 




1 




1 ' 


CD 


3 
I 


♦ 


(t) 




■J 



.TC • -k, (m) 8 . I ■ (u) |- I • ^ 



J 



^ * 



2, Calcula los JkrodMctqs sigulent^s y ponios en su forraa 

V , (h) f . ■ • W^f. ^ - ^ 1 

: J'^-r-^^ . (n) ' J 

» . • ^ ■ . 7 

3. 'El calculo de p3?ocllicto3 seraejantes a los del probleina< 2 se :! ^ 
s faodllti a taenudo factorizando. Por ejemplo, en la pl'egunta 



/ 4 



Usa este metodo para las pragunt^s C^), (m), (n) y (a) del 



■V' ^ . * ' ' ' ^ , ^ . ^^^^ 



2 ' f 




6. 



3. E2<pre$& eada uno de 16s siguleAtea productos "como una fraccidn 
irreducible, . Antes de siultipliear 6o^i:eaa cada faotoE oomo una 
sola fraccidn, Por ej^mplo, f ' (2|') » ^ • f « ^ 

• M 12 » (5|) it) (1^) . '(1^) 

5. Halla "fel nuiaero r para el cual es cierta la slgu"iente 
•afirTnacidn-: " ' * * 

\." • ■ ('i- (r • ^r- 1 ■ 

El r<5tulo de una lata de plntura dice .Que- ^contiene |- de 
pinta. 'Sl utillsas' | de la plntura, icu^tas pintas has. 
gastado? " *. . 

7. Si un recipiente para refresco de frutas destinado a 6 

pereoinaa contlene ' » v 

1 ^ - - . 

.5- taza de Jugo de naranja 

. , • ■ ■ j' de taza de jugo ,de limon 

j taza de Jugo de toronja 

1 taza de Jugo de pifta » 

> . * 1 

1^ tazas de agua ' 

• . * , -s- 'taza de Jarabe 

— ' is) iOu^ cantidad de cada uno de J.08 ingredientes utilizarlas 

para hacer rei'res9o para 4 peraonas? ' . ' 

- ' . ' (b) ;^Q^4 cantidad de ^ada uiio de ;ios ingredientes utilizarlas ' 
;^ ' ^ para servlr a^ 6 personas? 

*8.. Si en un laapa en el.^sual cada puigada representa^ lO'mlllap la • 

4: distancla de tu casa a la escuela-mide ptilgadas, ia 

^ ct^^tas millas *de la esouela vives? . •. . 



. I. ■ 



En este capltulo has* aprendido que puedea e^criblr 5 4-5 

en la foma . Si a y h son das n\2meros cualeaqulera. 

*' a.'*" * 

siendo b diferente de cero, -puedea eacrll^x* ^ en lugar de 

a' f b. Si a ^ b son nuR.ei^s raelonalesj^por ejemplo*^^ y ^, 
pwede* escribir * • * . « 



. 

Obaerva que la raya ^ncre ^ y ^ mds larga que la3 otras' dios 
myas^ entro 3 y 2 o antre i y 2, % , ^ 

Cuando estudiaste las operaclones Inversas, aprendlste qu^ . 
la r»ultlplicacl6n y la- dlvlsitSn eran operaclones ^nversas. Esto 
slgnlflca -que " \ . 

^ 4 si 2 • 4^= 8 ^ , * 

2 

y •aolamfr.t.'? ^r. ese caso. Esta mlsma relacldn vale 4ntre la \ 
'multipllcacldn y la division si a, b x son niSmeyos 
racionales, siendo b dlferente de cero, Ea declr, 

» 

• i ^ = X si bx w a_ 
y sdlo en este caso. • ?or .ejemplo, 

» 

y s6lo en este ca^so, Entonces x/^ 5 hace ambos enunclados 
verdaderos. Otros nombres para /x son ilv 

, • / ^ ^ . . 

Como otro ejemplo, con8ldei?a I 

- • ^ . ' / , . 

• . ' 3 



i 



iComo encuentras x? Puedes enconty»arla sin usar las reglas d© 
la division. " ' . ♦ 



, , y '&6lo en tal case. En la igualdad de ^la. dei^echa, |x ^ | son 
" '^^^^^^^ ac-'ur. mismc numer»o. Mullipllca ahopa este 'nxSraero pdj? 

:, ^> ^reblproca de ^ y utillza la propledad 4soclatlva pai»8L 

S" v.. ' * ' • • • . «. ' » - 



7 . 

5 



■ Peco pi comienso <Jel-e^enipl<} tenias 



7 5 



• , ' • , • ♦ , 7 . . 

* ' f ' 7 5 

tJsando selarxente i-»slas estameci'das anJberionnen\e/hemos mostrado 
; en 'ol ejemplo la razdn del enunciado siguiente; 

Para f neon trar el 'cpclente de dos n\5meros .raclonales escrltoa 
^ " , • coiao, fracclwes", se calcula' el produ«to del numeradcy per el 

reciprocp del' "denomlnador. En -slmbolos : 

^ • • < a . d 

:~ ^ * : ' , .3: > • . ' 

" Nl slqulera es necesario recorda^ este enunciado para la 

w division de numeros raclonales si se divide dela siguiente 



.manera: 



2 ^ ^5 3 7 



r Jl9.enes que conalderar solo el den<klnadlor y hallar el ni5mero por 
i^: «l,cuaX Uenea que iflultlpllearlo para obtener el n^Smero 1| luego 
:|: muajjlpllca el numerador y el denoinlnador por-ese niiiiiero. Otro 
; . ejeinpl© i . • , ' ^ 



4 1 4 



' " Eti'uii capltulo anterior aprendiste ijue los nilmei»os cardinales 
no f'ortnan un conjunto cerrado respecto de la dlvlsldn. En esta 
seccidn hewii>s laostraoo uin m^todo para encontrar el coci^^te de 

)a niJur ^ros raclonalea cualeequ^.era, ar j;^ b, siendo t) dlferente 
de cero. iEs eerrado reapecto de la division el conjui^to d'3 los 
niJmeros ra.clonales, con excepol<5n del cero? . ' 

" \ » ' ' Ejerciclos 6-7 

1, ' Expresa cada^una de laa dlvislones alguJ^feliCes como coclente 
de dos riumerbs cardinalea: 

. * (a) |- + I- ■ (g) I + I 



(d) 12 +"4 (j) 1^ + 



t* * Escribe '^eada uno de los aigtalentes coclentes en su forma 
irreducible, Pactorlza los nmeros cuando ello te resiilte* 
ventajosov 



12 



5 - ? . 5ey 



3. Kalla loa slgulentes cocientes» Ejcpresa cada respuesta como' 
un nijmero cardinal, como un numero cardinal mas •un 'niJmero ' 
mepor que l. ' 

. , .'5 ' 5 (e)' I* i '. (h) 7*4 

4, Hallaylos slgulentes cocientes en su fdma Irreducible, Comlen 
za por poner cada? fradclon en su forma IrWauclble anzt^s de 
dlvi^lr. 

1 



*6 



(b^ . (e) (,) -J^,^ 

'iCreea que la division es conmutativa? Para ver si estas en 
lo clertb, halla los cocientes que slguen: 

M . . (b) 

'^Crees que la dlylsKSn es asociativa? A fln^de cerclorarte de 
que ulenes raz<5n, . calcula estos cocientes t 

. (a) I {| * I) (b) (| + |) 

7. (a) i(?uantas veces es mayor que 

(b) iCu^ntas veces es j mayor que J? 



ti-d, Adlcidn ;^ 3u^^.traOQiQn de nilmeros raolonales 

Hemos examlnado los elementos del co'njunto de los niimeros 

racionales* Satenics que hay varies nombres para el mismo numero 

racional^ Hemos utillsado las operaclones de>multlplioaci4n y 

divlsidn* Solo, fait an dos operaclones por conslderar: 1^ adlcldn . 

7 ^su operaoidn inversa, la sustracclon* X^eamos primero la adicidni* 

1112* 

Estanios familiarlsados con la idea de que J**'^^? * 3^*'^* 
y de que ^ ^ ^» j^jf'j + j + 'j- Gontlnua^do con otros 
n\ineros naturales, encontromos una, sola fraccldh para 

^ + 2. 

Vall^ndonos de lo tjue ya conoces, escrlbamos esto conio 

5=^ - 5= I-^J 



'Entonces, 



o tanablen, 

2 h t 1\ /) 1\ 

(2 4- ^ 6 ♦ i 

donde henos usado la propledad distrlbutiva jJara obtener la 
segunda llnea. 

iQu^ resultado se obtiene al sumar ^ donde a, ^b 

2^ c ^con nunieroG cardinalcs 2, ^ difcrcnte dc 0? ^ + ^ 
puede OGcriblrse a^:!: • ^ t ^ * ^* P^^^ 1^ propledad dls- 
tributiva eato os igual a * . / 



SI a, b ^ 0 son numero* cardlnales ;^ b es diferente de 0, 
ervtoncos ^ = — > lo que en p^ilabras pviede .expresarse asl: 

U suma de dos numeros cuyas frac-ciones tlenen el mlsmo denomlna- 
dor ©3 la suna de los nujneradores dlvld^da por el denominador' . 
comun, . ' 

Veamos un ejemplo inas dlflcil de adicion: \, 

El mlnlmo connai^ ciultiplo de los denoninadores 4 y io es 20. 
Escribimos cada una de las frkcclones denominador 20'. Recuerda 



qU€: 



Ifeego 



Tarabien 



? - li . 5 - ^ i y T5" " Vo . 2" * "m 

To ^ ^ ^ ^ - "g^ 



La SMoia de dos. nunierosr^clgnales cualesqulera | ^ ~ 
puede calcularse en f onna s^fej^ite. Un mb^ltlplo^ comun de ^. 
b ^ d es bd, como se vera a contlnuacldn : 

Apllcando lo que sabeinos de la suma.de nuineros raclonales cuyas 
fracciones tlenen el nisnio denoirdnador, tenemoa 

|:^^»^ad bc^a^j^ 

^'^^ "bS^W" Fd „ - : 

Entonces podemos declr que 

si a, b, c £ d son numeros c/irdlnales, slendo h ^ d 
diferentes de cero, entonces 

a , c » ad -r be 

Br* el clj V.nto ^ou.t<^r.t.o d.. c/: rcicios veraS otra vez que las 
propleda-les , asocl^tiv-. .>? In -dloidn, asl como la 

propledad di3trlb.i,t:va, no aplic.n uanbi-lj. :-l siotoma de los 
niSmeros raelonalcs. ' * 



* EJercloloa o-Ba • ^ 

U Halla cada uua de las siguientes sumasi 

« (a) f -^f (d) 4"+ I J(g) 

^•(c) (V) -^ + 1 • 

2. iSe nota- que la adlcidn pstra los niimeros racionales es 
conmutatlva? ' . 

3. Haila cada una de las siguientes sumas; 

:(a) (^.|) .| (e) 
' (b) i + (f r |) ■ • (f) ■•■'^ + (| * |) 

(0) (|^ |) * | • (g) (]|+|) +1 

(a) + . -(h) + ■ 

4. ^Se no^a que la adlcl6n para los ntSineros racionales es 
asoclativa? ^ " ^ . 

5. (a) iBs clerto que § + I" = § + f* para todos los niimeros 

racionales §• 

. (b) iQu^ propledad de la adlcldn se manlfiesta en la 
pregunta (a)? ' « , 

6^ (a) iEs clerto que (f + f) + f + f) P^^^ todos 

los ntameros racionales f"> 21 " f"^ \ 

iOu^ propied?id de.la adlcl6n se manlfiesta* en la 
pregunta (a)? 

7. (a) Una vendedora vende tres plezas de'clntade J de 

^ . yarda, ^ yarda y de yarda, respectivamente. iQu^ 
' cantldad de clnta vendld en total? 

(b) Si la primera y' tercera plezas se vendleron a razdn de 
^ 25 centavos ia yarda, y la segunda a 20 centavoa la 

yarda, ipor cu&ito se vendld la clnta entera? 
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8.^ En una reeeta ae Indlcan los siguientes Ingi^dlentes ; 1 lb» > 
de mantequllla, ^ lb, de az\5car, ^J.b.- de cocoa y ^ Ibf de ' 
manl. .t,Cudnto pesan todos esos Ingredlentes Juntos? 

Tenlendo pre^sentes las prqpledades comutatlva y asoeiatlva ' 
^ de la adlcidri; podemos enoontrar la suma de 24- y 3^ rauy 
f^cllmor.te, . ^ 

= (2 3) + + por las- propiedades 

• , .9 c conmutatlva y 

« (2 + 3) + (£ + 2) 

^ = 5 + § . - " 

. , ; " ^ 

iTe paVece esto conocido? Probablemente dlspondrlas tu trabajo en' 
•fornia,un poco dlferente, pero-^no^has tir-abajado en fo:ma an^loga? 
Probableraehte has escrito tu problem verfelcalmente en vez de 
haeerlo horlzohtalRiente. 

Podrlas efe^^tuar tus calculos tarabl^n de esta manera. ""X 

• * . 7 

EJerclclos 6 -8b 

1 . Halla' cada una. de las siguientes sumas : 

■ '5. .(*>) (c) .16^ •■/(cl) 30 

2. Halla cada una de las siguientes sumas en dps fonnas 4iferentes: 



f 



6-8 - -224- 

5, Sfectua las operaciones slgulentea: 



7» 
8.- 





■ 1 t • 


(g) 


/I 1 \ 


/I 

%• 






1 10 * 




1 # 1 1 X 






(0) 


^ i * 


(i) 










.73 ^ 20 ^ • 


(J) 


(| • .|) * 


%■ 




'•(e) 




(k) 


+ 4| + 


7| » 


* 


it) 




(1) 


|| + l| + 







.(a) Compara tus resuitados de 3(g) y 3(h). 
(bj .*CoT!jpara tus resuitados de -3(1) y 3(j). 
Halla los mimeros; . , - . 



, ,(c) l+.l- 



<5 4> 



<t>)\ (1 +^) +^ 



(a) .(b) (>H.5)*(f+^) 

En cada uno de los slguientes ejenqplos, trata primero de 
efectuar mentalmente las operaclones. liuego verlflca, 
efectuando tus'calculos con papel y l^plz. 

(a) 1 + 

Basandote en los resuitados obtenidos en 6(a) y 6(b), 
idlrlas que la dlvlsl<5n es asoclativa? 

En el cuadrado m^ico' que slgue^ ^\3m> los n\iinero8 de cada 
columna. Luego, aiMando horizon talmente, encuentra la suma 
de los n\imero3 de cada fila, Ahora suma- los nuraeros de cada 
diagonal (de la esqulna superior Izqulerda a la esqulna 
Inferior derecha^ etc*)V 



1 


4 


A 






10 


4 


14 


3| 
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1 



9t Un^h«.br>e gasta i de su salario .^n alquller de casa, ^ en 
.alipiJRtos, I en rop?i ^ en servldumbrs y obsequlos. El 
reato lo econonlsa. l^e, cada dclar que gaiia, iCuanto economi^a? 

* 

Como la austrassidn esta tan estrechamente llgada a.Ia adlcion, 
no n^cesl tamos rehatjer todo- el camlno quejya hemos seguido. Goino ' . 
•.en la adicKSn, si -las fracclones tlenen el'ml^mo denomlnador, ■ 
aimplemente austraemos los numei^adares y colacamos esta diferencla 
sobre el •■donqniinacior comun. Por ejeinplo; . ■ • 

X 7 ~ = f ' 

Como la sustracaldn* es H oper-.^ldn l.nversa de la adloidn,^ ^ 

signlflca lo mlsmo que «■ * 

, En sliRbolos, esta relacidn de dos niimeros raclonales puede 
eacrlbtrse 

" . « • •• 

c a c - a o ^ ^ 

F ~ B" * — b — dcnde b es dlf erente de' cero ^ c 

es mayor o Igual que a. 

Recuerda que los numeros raclonales de- este capltulo no aon 
c<^rad03 re^pecto de la sustraccldn. • ^ 

Sl^dos fracclones tlenen dlferentes denomlnadores, podemos 
reescriblr cada una de eljas con un mlsmo denomlnador. ' Usemos 
este ejernplo: i - . ' ^ ' . . 



' 28 25 
28' - 2*^ 



Yeriflca tu respuesta, sumando 

Como en el caso de la adlcidn de n\imeros racionales, 'este mismo 
prpcediiaiento ptiede ser apllf^do al caso general ~ 

c a /C b\ Va d 



c a /c o\ /a a\ • 



. cb ad 
bd " 

. cb - ad 

c a cb - ad 



, , Entonces ^ - ^ = — ^ si (cb) es mayoi^ o Igual .que {ad) 

«■ * • . » 

y b y d son dlferentes de cero, 

Ejerclclos de clase 6-8 • , 

17 1 

<^-^)--^^ 
(| * |5 .- 1' 

2. Expresa de ptras memeraa^estos niStoeros racionaleat 

"(a) I (b) 2| • (c) I * id) 5| . 

Sabemos aho;ra cdmo restar dos niSmeros raclonales cuales- 

* * 

qulera cuando bu resultado ea un niSmero raoioiml* Observa este 

problcina: < 

2 1 

* . 55 - %• ' . ^ 

* * ; * 

'21 

dort(^ y pueden ^scrlblrse como fracclbnes* 





J. (a) 


3 1 
IT - IT 


(f) 


1 1 2 


(k) 






^ " ^ 


(«) 


a c 
F " ^ 


(1) 


I* 


. (0) 


H : H 


(h) 


1.2 


(m) 






^ 1^ 


(1) 


23 1 


(n) 




(e) 


^-1 




.5 16 

S - ■ 


(0) 
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c£ 9^ 17 5 * 

1 • " 

iLo verlflc2uko3 medlante la s\ima? 

Probabl^mente. has a^i^endldo una manera llgeramente dlstlnta 
de restar, y preferlrlas resolver este mlsmo problema asjtj 

Efectuando la prueba, para ver si la respueata es correcta, enc^n- 
tpamos que * " , ■ " . » 

1.^.1 



=» (2 + J) + + ^) Por la pVopiedad 
; ' ' 2 asoclati»va oie la ' 

' ^ ' - ^ J i ' adicldn. „ • 

• En el problema de sustraccldn que slgue.nos resultari convenlente 
■ / reescribir los iiumeroa ra;c3|>nales en .forma de fracclones. Heiaoa 
' .eacrlto el ni5mero raclonal 8^ como ^ Esorlb^oalo ai5n de 
otra manera. Utillzando 1^ ley aao'clatlva, puedea eaerlbir 

f N^jr.^ -*-}^ ^'^ + -^^'^ 7 +^(1 - 7 + |. iPuedeaponer > 

* eacrlto el razonamlento; como -ae acaba de hacer, para eaorlblr 
I 7| 6 +1? iPaa^a eacriblr 12| como l1+^?\&Para. * 

J- eaorlblr tjl- como" 12 + . ■ 
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En ol 3i£\;lenta prdblema: 

i1 



encontramos convenience escrlblr 8^ como 7^, puesto que 



ea mayor que 

9 « 



5* . 



Conio consecuencla 



•I 



no es mayqr que 



4- 


D 












^ (9 \ 
^ 0 




• , « (7 4- 


4 . 

5 • 




• 


= (7 + 




- (2 +|) . 




' = {7 - 


2) 




1 

























Podrlas Jiat>er escrito esto asl: 

,1 ^4 



^ » 75 



r*8 



57 



1 



I 



■2?S 




1. 



/• J EJerclclos 6^8c • ' , . ' s 

Expreaanfio 1^ T^esim^stas er su. foma Irreducible, . efectiia laa J 
sustracclonea sig^ilentes: 

(•1) Compafa ttis re-* ^ 
sultadoa de, ? 



(a) 


sl 








1 1 


(fc) 


to; 




(e) 


(< 


- .4) - a 


(c) 

* 


8 


2- 






7 
" 3 


(a) 




- 5 


U) 


90 


109 


(e) 






. (J) • 


,2 





(m) Como cong,.e<iuencla 
de tus cjilculos de 
(3)^.M y (1), 
• " ^ iplensaa que la % ' 

. ^ multlplicacl<5n as ' 

" • filstributlva con ' | 

respecto a la sua- I 
r , ^ traocitSQ? . ' 

Juan viv« a una diat^cla Igual.a ^ de milla de la escuela.- ^ 
Iraa Vive a ^ de aHlia de- la escuela, • ' " " 

(a) i^lin Vive mda lejos de la ea^Juela? ' " - * 

(b) Demuestra que tu cillculo es correct©, • ' 
Victor, Mario y Roberto coiatruyerpn una caaa cl^h, victor ' 
Vive a'- ^ de mlUa del club, Mario a | de mllla y Roberto 
a ^ de mllla del club. En ^ diagrama jque sigue, A 
3r!epresenta la. casa del joven que^v^ve mds cerca del club, B 
la del slgulente y la del que vive m^s lejos. iCu^^ ^e ' 

>s Jovenes Vive en A?_^En C? B? iCuanto m^a i^jo»3 

del club est^ B que A? iCuan);o Mb lejo^^^estd;' C que - A? \ 



^^^^ 
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El largo cie un terreno es 50g- vkraa. Su ancho es varas^ 
''Encuentra la dlf sr^ncla entre el largo y el ancho tael terreno. ^ 

5, * Julio corre las 100 yardas planas en 11^ segujidos. ^raulip 

las vence en- lo4 segundos. iCu^tos aegundos m^s ba neceslr 
tado^ Julio que Braullo para correr las 100 yardast 

• 6. Maria estia haclendo un delantal que requlere 1^ yardas de 

.tela^ y tiene una plf>za de yardas*. ^Que cantidad de tela 
dejara de utllizar*? 
7« Jaime sale de su casa a las 5 s 15 P»ni. Tarda ^ de hora en * 
r*»GO£er unos papeles, l^ horas para entregarlos y ^ de hora 
para regresar'a su casa. Cena* y llega al cine a las fik^ p.m. 
^Cuanto demor($ en cenar e ir al cine? 

6. El sef.or Perez ha^earablado el precio de las patatas de ^ cts. 
- por libra a \K cts, las 5 llbras. • * ^ • 

(a) iSubl<5 o baj6 el precio? 
, (b) iDeWanto fue el auraento ,o dlsmlnucidn por libra? 

• 9. (a) l£s m dlferencia entre • 17^.y ^ mayor o raenor que 11? 

(b) iC6xtiO puedes averlguario aln efectuar loa 'cdlculos? 
10. . t,CaRibla el numert? representado por una f raccldn* si sustraes 

un mlsmo numero del numerador y, el denomlnador? Ba' un ejemplo*. 
♦11. Llena los lugarea vacjtos en- el. cuadrado mdglco que se^^da^a'' 
contdnuacldn, de manera que las sumaa de los raSmeros de cadft 
flla sean lgu,al^. • Luego halla las aumas.de los_n\Sraero8 de 
c&da columna y de ambaa dl'agonales* 



; , Usando los *R\lir.eros, probablemente te"]riaa dado cuenta de q«e 

■ puedes cQDiparar dos numeros ppr sustraccldn o'por dlvlsldn. ?E)e 
los dos nl5mero3, 6 y,. 2j podmos decir que el pi*imero,t4ene 4 
^: . unldades mis que el ^eg^nd'o, que el planner n\)lmero ea'tres veces 
i ^^,maybr^que el se^undci. Pedeuioa t^bl^n declr qa^ la ra?6n o\ 
*' X'elacl<5i\ dtii priniero al ^egund^ es 3 , a 1, o que is 3/. Com- 
Darando 9 y 2 ,declmo3/a vt.ces,' que'la razdn de esos niiineros^ 
es d^ 9 a 2 ^ |. Nueve* es ciaati«o y media veces mayor que el 

Definlcldn^ .La i-aadn o relacldn de un rdmero c a un ntamei-o 
, * ^, a / 0,^es |. . ^\ 

SI c d son rAjrr.eros naturales, la razdn 3- es un niimero 
. x»aclonal» " * , ^ ' ' ' . 

•• En un aula de 36 alumnos hay 16 • nlflaa. La Taz6n del 
. Mm&To de niflas de la cl^ae al numero total de alumnos es 1| 



Entonces, ^ do lbs alumnos del aula son nlflas; . . 
30 • l^J = 10. La razon del ntSmero de alumno& de la clase al 
V-iiUmero de nlflas de la misma es ||/<5 |, El niimero total de 
•i ^unrnos de la cl-ase cs dos y un -cuarto veces mayor que el de nlRas^ 

-iMota que p* 2 +'4-, "* .4 

. • . *♦ . - . • • « 

^ SI un autortovn recorre 256 mlllas en 6 horas, la razdn del 

^ \nlSmero^de iinlllas recorrld^s. al numero de horas de vlaje es 

^ ^ ^ ' * Ssta rasdn, 43, sfe llama habitualmente 
veiocidajd^ del automdvll y con frecuencia* se expresa en mlllas por 
■ fcona. En' lo:> ^e^jemplos de movlmlentos, como el del autom<5vll,V 
podfAs hab^>r ucado la fdmula , ' * ' ' / 

d = rt ' . , . 3^ 

.donde d ropresenta el numero de unldades recojijildas, r la. 
velocldad, ^ t el tlerapo de recorrldo. Si "^f^ 258 t 6, 
. entonces * • . \ 

\ J • 6r ~ 258 : 



* * * * * 

T 63 ia raadn de 258 a 6, o^-l mumei^ rational ^1^- OUros , 
•nombr.es para <son -fi y • 

, Las rasones soh muy -utiles en varias apiicaelones de las , 
matf la^tleaa* En' ej. restOL^de nuestro es^tudlo, durante este" afio 
y el proximo^ veremos otros ejemplos de razoBies* Algunaa <i« 
las aplicaclonea de las msones se ..llustran en los ejerclclos". 

' ' EjerclcjLos 6>-s9 . . 

1 * Expreaa las siguientes razones' como mimeros racionales en su 

forma Irreduclijle : . t ■ , 

' ^ (a) '"De, 5 pies a pies. ' » . 

(b) Ce una calif icacldn de 75 a una WllflcacVdn de 90.* 

(c) - De 56 llbras -a 12 llbras. ^ 

"C<a) De I a J. 



c 

(e) De ^ pulgadas a 2 ptilgadas.. 

(f) De 90 cenbavos a 75 cent;avos. * ^ 

(g) De 15,000 -.personas a 25,400 person%s. 

(h) De 90 grados a 55 grades, ' ^ 

2. * Un avidn vuela. 2,6p0 mlllas en* 5 boras. 

. * (a*) jCu^l es su v/loc^dad por hora? ^ 
(b) 'aGu^I es la razdn del niamero de mlllas recorrldas al 
• Ttmerar'^ horas de jmelo? 

3. La raadn de 5 pulgadas^ una yaiKia puede expar^sarse como * 

6, jjl convertlmos la& yardas en pulgadas, la j^elaci<5n es 

^Al utljlzar las razones debemos estar blen segui»os de 

las unidades que usamos. ^Qu^ ventaja podrla slgnlflcar la 
representacion de la razdn de 5 pulgadas a una-yayda como 

4. La escala en un nlapa es de - 1 pulgfeid^'por 20 mlllas. 
(a) .Expreaa esta escala^ coitk) una ra2<5n« , 

W \iiGu&itas rol"3.l5eB repi'esenta un»aegmento de longltu'd 4^ 
jpulgadas medido sobi^ el' mapa?- * * 
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CenteWlllo es un 5)i^eblo cuyos limltes forman un rect^ngulo de 
3 mlllaa de largo y 2 de ancho. Usando una escala de 1 
pulgada para ' ^ ' de nllla, iqu4 longltud y qud ancho tendra - 
^1 piano del pueblo? 

pn mapa.de los Estados Unldoa esta dlbujado a una eacala tal 
que 10 pulgadas corr^sponden a 3,000 ralllas. 

(a) Expresa esta eseala como una razdn. 

(b) iCuantas "nilllas corresponderan a un pie medldo sobre el 
mapa? 

(c) La^distancia de Washington a Chicago es, aproxlmadamente, 

. 750 millas. — ieuiSa -sera, ^n ei mapa, la distancia' 
entre esas cludades? 
En un dlbujo a escaia de la planta de un edlflcio esGolar, una 
pulgada represenua 6 pies, 
(a) Expresa esta escaia como una razdn. 

•(b^^En el piano a escaia, ^cudntos pies se representan por un 

r segmento de 20 pulgadas de longitud? 
(c) En el dibujo de (b), ^cudl es la razdn de la longitud del 
segmento al numero de pies que dicho segment© representa? 



X 


X i 


2 


3 


4 


5 


6 


3X 


3 


6 


9. 


12 


15 


m 



xada niamepo t^de la^»agunda"-fil-a-de"l^ 
tabla a su correspondiente ntimero de la prlmera fila. 
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9. 



, . 



2 


4 


5 


8 


10 






5 


iO 




20 




30 


40 



10. 



11. 



i V< 1 



15* 



Supdn que la razdn de cada par de ndmeros correspondlentes 
(nuRieros en la nisma columna vertical) de la tabla es la ; 
misma* iCuales son los niimaros que faltan? ^ j 

En un rermdmetro, cada pulgada de merourlo represer4ta 40 
grades de terr5>erat\ara. 

(a) iCuantas pulgadas de mercurio represent ardn una tempera- 
tura de 60 grados, suponiendo que la escala de tempera- 
tura empleza en cero? 

(b) iY en^ el case de una tempera tura de 6? grados? 

Un cuarto de galon de Jugo de naranja en <5on3erva se vende 

por centavos, y t^jh gal<5n del mismo Jugo^ por j|l*9B* 

Hal la la relaclon del precio de venta en centavos al niJlmero 

de ptntas, en ambos cases, (Un galon contlene 8 plntas^) 

11 

El costo de una bicicleta el 1"* de enero de 1961 es ^ 
del costo de la mlsma bicicleta el .I"" de enero de 1959* 

(a) e^Cu^l Isi rasdn del costo en esta uiy?lma fecha al 
costo en el 1" de enero de 1961? 

(b) Si el precio de la bicicleta era ^66 el H* . de enero 
de 1961, iCu^to costaba do 3 afios antes? 



4W 



42.- 



13 

•v4— 



La longltud del segmento que esti enclma de la escala es 2 
pulgadas, Encuentra, sin medir, la longltud del segmento que 

estd debajp* 

^^14* Un horabre mide 5 pies 7 pulgadasj y su hijo^ 6 pies^ 2 
pulgadas. 



(a) tCual es la rasdn de la festatura del padre a la del hijo? 

(b) iCu^tas veces laayor es la estatura del padre que la 
estatura del hljo? 

(c) iCuantas veces menor es la estatura del hi Jo que la 
estatura del padre? 



6-10. Notacl6n decimal 

En tu ejq)eriencla diarla probableniente has usado la notacldn 
decimal para los nur.eros racionales. Por ejeraplo, decimos un 
cuarto para referlrnos a 25 centavos o una cuarta parte de un 
d<5lar. ^Frocuentemente escriblmos 0.25 como un nombre para 
Como ^ es un nombre de un cuarto, vemos que O.25, ^ y 
J son dlferentes norabres para el mlsmo niMero racional.^ Como 
razones, los nombres de numeros en este ejeraplo, expresan la razdn 
del niircero de centavos de un cuarto al numero de centavos de un 
d<Slar. 

W* ^- ^* T?35" ^' ^' ^ nombres para el ntimero racional n 

para eX cual iOn = 3 es una proposlcidn verdadera. Notaras que 
la notacldn decimal para ^ es 0.3/ En los slmbolos escritos, 
o nombres para numeros entre 0 y 1, seusa un cero en" el primer 
lugar a la izquierda del punto decimal^ de manera que este punto • 
no pase Inadvertido. Tarobl^n el 0 en el lugar de las unldades 
Indica quo no hay unldades en el niSmero o que el numero est^ entre 
0 y 1. 

La notacldn decimal para -^^j^ et O.OO3, 
El numeral 1.87 se lee uno y ochenta y siete cent^slmos. 



^ t^ralnos monetarlos dlrlamos 41.87. La forma decimal, 1.87, 
es un nombre Para 1 + el que, a su vez, es un nombre para el 

numero racional ' 



Algunos nombres "declmales" que usamos freeuentemente para 
numeros raclonales son: . 



/I 



^»0.75^ ^.0.3 . 0.125 
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I 



SupiSn que qveremos escrlbjJr 



<iue 7 + 8, entonces divld4T»<>s: 

7 



en notaoldn declm. 



/ 



Salsemos 



0,875 



/ 



^Vemos que se puede escplblr ^ 
eate resultado verlfi<?ando si 0*875 (o 

posicl<5n verdadera* Vemos Q(ie 
5 * 7 * 5 * 



'como 0»875* Popl^raos comprobar 

875 \ 

es -una pro- 



b75 



5 



/ '.5 5 5 



Observeraoa que'losy4iointores decimal coe^o nomferes de algunos 



- I 



ni5raero3 rationales se ^ueden obtener por division. 
EJemplo , 



Q,?5 
h ) 3.66 

0.313; 

^ 8 
16 

*-Tro 

J2 



I = 0.75 

0,3125 se lee tres mil 
ciento velntlclnco 
dlezmll^simas * 



0. 51 25 - 0( i ) ^- 3(^) + l(^) + 2 (^) + 5(^) 

En la adlol6n de nuraeros raclonales nos valemos de la pi»o 
pledad dlstributiva. . • 

EJemplo . * . ^ 

1 X . 1 



1 



1 



1 



32 



= 3§(^) + 55(^) 
. « (^)(32 + 55) = (^)(87) » ^ 

1* - Si deseaittos usar not;aci<5n decimal, poderaos reeinplazar 
por 0.01, por 0.52, y "por 0.55, 

0.32 -f 0,55 « 32(0.01) + 55(0.01) 

- (0.01) (32 + 55)' « (0,01)(87) « 0.87 . ! 



-1 



IP 



0,7S = (0.01)73, 6.50 - (0.01)50, . 

y (0^01)125 = 1.25. ' . ^ 

Para ver por qu^ . (0.0l)l25 « 1.25, re^l^a 6.01 por X y 
obtejidrds: . , ^ ^ 100 * 

/ (0.01)125 =.(^)125.^«. K^^. 1.25" 



lb ^ 
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SI no ^staa 3#guro dol ultimo producto, (0.01)(87), puecies 
* ^5cor<iar que , , . - 

^ 10.00(87) = (^)(87) . o 3ea" O.87 

Eate y otroa ejemplos pueden ionvencerte de que li notacl^n decimal 
facilita el trabajo, SI escrlbimos este ejsrciclo qle adicl<5n en 
una colunana, solo necesltanos poner 

* ♦ * 

0.32 * * » 

0.87 • 'i 

Usando la propledad ^dlstrlbutlva en la notacl^n decimal, ' 1 

^aumamos d^clmas a las d^cimas y centdsltaas a las^ cent^slmas. 
Gpnslderemos ot;;*o ejemplo.: 

'|-^4»|^-f|=.{(3.2) -^(5) 

o, en nataGl<5n decimal, 
0,7^'^ 0.50 «• 0.01(75 i-,50) = 0.01(125) •« 1.25 
En eolumn.a3 tendrlamos; 

0,75 
•^.0.50 

1.25 

En este ejempio heraos usado 



■I 



EJerclcios t - 10 



Express los sl^ulentos- nutneros 3r»aclonales en notacion deciiaal:- 
(fc) f* • - (f) I ' U) ^ 



3o 

I ' • (g) 41 tI ' / 

Eiri las tres ultlWis preguntas, emplesi cuatro clfras declmales. 
Escribe I03 slguientes decimales como n^imeros racionales en 
su foma Irredu'elbl-e: 

,(a) 0.7^ (e) 0.56 (1) 0.825 

. (t)) U7b (f). 2'. 56 U) 0.875 

".(c) 0.6 (g) 0. UO (k) '1.506 

(4). 5*^ (h) O.Oia. . . (1) 2.008' 

Escribe los aecimales del problema 2 en palabras. 
Sura: ^10.5?', $^.17, $5.92, 421.72, $5.06 y $5;0V. 
SuKia loa nur.eros racionales en Torraa de fraccldn, luego cambla 
todos a la notacion decimal y siJmalos.t 'g'^ ^ h* 

Suma Xos numeros: U^^, 5.753 10,06, '3. 7^ 0,096 y 9*99* 
Se •ivin medldo las longitudes de varias piezas cle madera^ 
con una aproximacidn 'de 0,1 de pie. Las longitudes son: ^ 
o,3, 8,2^ 9*7., 1%f, 2*8 y 3,9* 

(a) Halla la suma de esas longitudes. 

(b) Halla la difereneia de longltud entre la pleza mas cort^a 

y la mi.Q larga'. ' ' . ,;: • • ■ ■ ^_ : 



Halla rps productos, cambiando I93 decimal es a fracclones 3l 
eso te facilita el trabajo. 

(a) 4(0.01) ^ . (d) 240{0:01) - (g) (0M)(0.01) 

(b) 25(0.1) (e) 1,492(0.01) *(h) (2.3)(1.2) 
'(c) 356(0.001) (f) 673(0.1) ^ 
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_ a^rlti or. Rotaolin decimal-, correcta aon la aproximacidn de 

0.001: . . ■ ■ 

• t (a) (g) ^ - 

- I (e) ^ (h) f 

. ('<=) I .(f) 4 ' ■ (1) ^ / 

. *10. Utlllsa la propledad distrlbutiva para mostrar por qu^ la 

auma de 5,25 y c.TI es 9.96. 



6-11. Ordenacl<5n . 

Hemos estudiado ra^todos para saber si dos fracclones representan 
el mismo rwJmero. Precuentemente es Importante saber cudl, d© entre 
dos rracclones deslguales represents el niamero mayor. SI en una 
tlenda puedes comprai? tros manzanas por dlez centavoa, y en otra 
sdlo doG .•aansair;as por el mismo precio, es facll ver que las* man- " 
zanas son raas baratas en la prlmera tlenda, pues puedes comprar mas 
manzanas con la mlsraa inoneda. Esto tambi^n se puede ver observando 
que- en la . prlmera tlenda recibes ^ de manzaaa por un centuvo, y 

segunda solo recibes ^ de manzana por un centavo. Sabemos^ 
que <^ es mayor que lo que se puede eseribir asl j 



5 > 2 
W 1^ 



Sobre la recta num^rlca 



k ^ ^ ID 



•sj^ esti a la derecha de . . x . • . ^ 

. . El probleroa serl^ mds dlflcli'si en la prlmera tlenda* pudleras. 
coii^raz* 3 manzanas por cinco^ntavoa,- y en la segunda 8 
manzanas por 13 centavos. Enton^ftfiL, tendrlamos ^ve .responder'a 



eat a preguntaj ' 



Se necesltarla un dibujo blen hecho para contestar 3,a pregunta a 
base la recta nusnerlca. Para hallar la respuesta hay, por lo 
meAoa^ doa m^todos mwjores. ^ . . 

M^todO' U Conl'ertimos ambas fracciones a la forma decimal 
y comparamos lo3 resultados. Entonces tenemos Que ' |^ = 0. 60 

• ^ ~ ^® puede ver en la slguiente division j 

' Q,6l 

13 rWS6 . , 



S<5lo ea necesarlo -efectuar la division con do» clfras deelmal.e8 
para ver- que los valorea declmales de las dos fracclonea son 
direrentea. . . ' 

M^todo 2« Utlllzfionos el m^todo del ejeiaplb 5" de la 
Seccl<5n 6-5; eato ea, buscainos doa fracclonea con denomi- 
nadorea igxialea que** repreaenten loa n^meros dados, Como 
lo3 dur.onlnadores son 5 y 13, el menor denorainador que 
-pcdemos usar parar ambas frapclonea aer^ el mlnimo coraun 
siultilplo de 5 y 13, que es 65. Entonces 



1 „ 3 * 13 ^ 39 8 6 * 5 • 40 

^ >• comorobamos aue -M- > 



Como ^ > gg>^ coroprobamos que ^ 5 • ' 

» ' » ^ 

Ambos m^todos muestran que, al divldimos la recta- numtoca 

tsn 65 dlvlslones Iguales, el punto que representa «. ^ » 

0«6l§. eat^ a la derecha del punto que representa ^i" ■ 
0.6000. . , • ^ . 

Una fraccldd cuyo nuraerador es mayor que el denotnlnador se 
llama, frecuenteraente, una fraccldn Impropla. ' El n^mero repre- 
sentado por tal fracol^n, debe ser mayor que 1. P^a yer ppr qu^ 
esto es aal, consldera la ^raccidn. qwe es mayor que -ij^ la 



• ^ue, a su V02, esjig^al a U EnW.ces * ^ es mayor que 1. En 
[•prmi 



fpma semejante, |||| es mayor que. l puesto que es mayor We 

mis c o 




r,^-que es^lgual a " .1. 



Sjerclclos 6^1 l 

•Para cada uno de los sigulentes pares de fracclones, indlca 
cudl de eiaas represer^ta el numero mayor: 
(a) ^-y I / (,) I 13 ^ ^^y,^ 1^ 

10^4 es m^s barato, clnco naranjas per once centavos o cu&tro~"" 
naranjas por nupve centavos? 

El jugo de plila de la marca A viene en latas de 15 onzas, " 
rd-entraa que el de la marca B vlen4 en latas de 8 onzas/ 
SI la marca A se vende a 23 centavos la lata y la marca 
B A 12 centavos la lata, ^cual es la mas barata? 
SI el numerador de una fraccldn es mayor que el doble de su 
denominador, muestra que el ni5mero representado por la fraccidn 
es mayor que .2. . . ^ 

Si d09 fracclones tlenen Iguales <aenomlnadores y si el numera- 
dor de la primera es mayor que el numerador de la segunda, ' 
entonces el ntSmero representado por la primera" fraccldn es 
mayor que el representado por la segund^i. Supdn que dos ' 
fracclones tienen Iguales los numeradoresj ^cdmo puedes decir, 
coraparando los 'denomlnadores, qijiii fraccldn representa al . 
nuijieiX) mayor? (Ensaya con algunos pares de fracclones 
primp ro, para ver cdmo resulta. ) 
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MEDICION • 



7»1. Con tar ^ medir 



En la vlda dlarla y en el trabajo, muchas pre^untaa oomlenzan 
con "iCuanto?" c eon 'lu qu^ velocidad?" Preguntamc^, 'UCuSntas 
, ^peraonas iMeron al ^uego dQ*^6lota?« o *UCudnta came debo oomprar? 

' o "iA qu^ velocldad vlaja un avl6n a retropropulsl<5n?'\ Las rea- 
.:. pueataa que ^aperamoa para eaas preguntaa son aemejante^ ,en el 
sentldo^de que todaa contlenen numeroa, Pero las reapueatas pa^ 
^ algunaa de ellas se encuentran contando. y para otraa, inldiendo, 
Cu^do preguntamoa: "^Cuintaa personas fueron al juego de 
p^lota?", .encoiitrainos la reapuesta contandoj cada persona e& 

/objeto separado, Integro,. No hay fracclonea de peraona^ un 
ifuego de pelota. , Las peraonas no son todas igu^les,. nl del mlamo 
tamaao, pero CAda una es una peraona, Cuando las contamos * 
utlllzamoa s<51o loa n\3ineros natyrales, y nueatra reapuesta es un 
nUmerb natural. Hay 78 6' 79 peraonas? no es poalble que 
haya 7% 6 79^ peraonas. * . 

■ Cuando preguntamoa: 'UQu^ longltud "tlene esta ouerda?", no 
podemos encontrar la reapuesta contando, porque Ja cuerda es \an ' 
objeto contlnuo; no est^ hecno* de partes aeparadaa que podaipos. 
. con tar. Tenemos que encontrar au longltud mldi^ndola. lAjego, la 
reapuesta ea clerto niSm^ro de unidades. Podemos declr que tlene 
^5 pulgadaa, o 3^ pies, o yardaa dfe longltud. Para, responder 
— a la pro^untftj t i flftTnn?^ t m n i^ mero raoional que frwuente inentgnsr'es~^ 
un jQilmero natural. Para responder a la pregunta: "^A qu^ velo- 
cldad puede vlajar un avidn a retropropuaal^Sn?" deb^mos usar doa 
vnldades." tJtlllzando una unidaLd de dlstineia y otra de tiempb, 
^podemoa declr: "Puede vlajar a 1,200 mlllaa por hora". 

En el preaente cap! tulo vamos a estiidlar maneraa de medir ' 
cosas que son continuaa. Cuando preguntainos; . "^Cuintos?", pensa- • 
* mos en un con Junto de objetos y "deseamos ten.er una medida de 
cu&toa son. A veces se le llama dispreto a un conjunto^de esta • 
.claoe, Cuando preguntamos: "iCu4ntot«-, longitud?", "^A qu^* 

velocldad?**, etc., t-atimos de descrlblr algo coftcebido como de 



una sola pleza, ain alvisiojrijes. Cuando per^samos en algo asl, 
lo llamamoa conjunto contlnuQi . Los cdnjwntos de personas, 
casaa, anlisales, oolltas o olavijas, son conjuntos discretes/ 
acercii de ellos querenjos conocer "^cyantos son?" *4 una cuerda 
un alambre^ una earretera *o*- un mastil se los concilSe como coa- 
tlnuoa, pues^ son como segmentos de rectaa* 'Podamos pontar un 
ntJmero de segmentos de rec^a,*'pero no el ntjinero de tpdos los 
puntos de un segmenlio, Se pueden conceblr las telas, uria 
plzarra, un campo de futbol y un pastlzal como reglones eh- ' 
cewradas por curvas simples cerradas y, "par conalgulente;, son 
oontlnuos; podemos conta» oan^jos de futbol,*pero no se acostum 
bra con tar un Qampc^de f\5tbol ^ * 

Propledades de las cantldades contln^as 

Las capatldades contlntJias que deseamos medlr pueden 'tener 
dlferei^tes naturalezas, Algiinas cantldades o conjuntos con- 
tlnuos se conclben como segmentos de rectaj otros como en- 
cerrados por curvas simples, y otros aun, como volumenes o 
capacldadea. Por ejen^ilo, se puede Imaginar tu estatura, o 
la correa de tu perro, como se^iientds de recta, y el suelo de 
tu glmnaslo como una .regliSn encerrada por .una curva simple 
cerrada, . . • 

*Los tamaflos de J.os segmentos* de recta V ^de las curvas 
simples cerradas se pueden con^arar sin medlrlos .realinente. 
Para ver cual de entre dos nlfloJs es mA& alto, basta ponej^los 
d^dose de^ espaldas y comparar la parte superior ;de ambas 
cabezaa. Vn m^todo semejante puede usarse para saber cu^l 
d© los segmentos 1C5 o W, de la flgu^a slgulente, as ni.& , 
largo. El uso del almbolo '^IJE- se ensefld en §1 Capltulo kt 
es una manera r^plda de escrlblr *'el segment© AB". 



\ -> t < , 
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Para con^jarar tales segmentos, coloca «1 horde* de* una hoja de* 
papel a lo largo de JJU y marea^loa puntos C y D aotore^ esa . 
hoja de aanera q^ie colncidan con los puntos corregpondientes de la 
,flgura*. Coloca.luego el«*iorde de la hoja de papel a lo largo fle 
3^5^«^n el punto C aobre aV ^Ddnde cae el punto D? SI D ' 
e^ti ontre A y B, 15. ea mas largo que rm. ^ SX D coincide 
con B, 103 segmentos son-'de la mlsma longltxid.* Declmos que seg- • 

raehtos de la mlsma IpKgltnad son congruentea, SI B eata entre 

C y D, TJU es m&s largo que TCff, 

Gbnsiderensos el con»Junto de todos los puntos que estan en 
una Curua^slmplo Gerrada o que ae Wllan contenl'dos en el interior 
de QlcKScurva stople ccrrada: Un conjunto tal se llama refel6h - 
' cerrada.' 

II I. V 

^ -Observa las reglones cerradas dlbujadas a contlnuacldn y 
calcalas en i;n papel transparent e. . ^ 




• * 

Para con^arar el tamaiSo de la region cerrada A con el de 
la regldn cerrada B, recorta la eepjba- d e la flgui ^a" 3— y^col^Ta 
sobre la'^regldn cerrada A. La f Igura B separa a la flgura A 
. ert doe partes: la parte cublerta por B " y la parte' no cublerta 
por B. Declmos que el ^rea de A ea mayor que el irea-de jB.. 

Cutodo uaamoa fe^todos como ^ate para coii«)arar ^os *tamafio8 de 
Segmentos o de reglones cerradas, BuponeUa laa slgulentes^pro- * 
. pledades de las cantidadea geora^ trices cont?lnuaat 

. Propledad del - nrovlmlento. Se puede mover una f lgura geo - 
y me*trlca* aln que ^Ssta camble de tamago nl de 

forma. 

Propledad de coiaparaoldn. Se puede oomparar doa flguraa (o 
^ ' ooft Juntos ) goom^trlcaa contlnuas ^ DE LA MISMA 



SSfiEClB , pkra iSetennlnar si aon del mlsrao 

Indlca cxiiles de las slguientes preguntas podrlas responder 
contando y .curies midlendp ; , . 

(b) iA que dlstancia estd la luna? ' • ". » * . ' 

(c) iDe qu4 magnitud era el gentlo que fue f la jlra? 

(d) iQu^ teinperatura hace noy? ' ' ^ . . 
' (e) iQu^ edad tlenes? * ^ ♦ ^ 

(f ) iCuanta agua hay en la plsolna? • ' ^ • ^ 

^ lo'que 3lgue Indlca qu<^ cgjitldades son contlnuas y. 
cu&les son objetos dlacretos: • 

(a) Tu estatura. • * ^ ■ 

(b) "Tu peso, * 

(c) El iwaiinafto ^e tu^famllia. . - 

(d) La longted de esta. pagina. 

{e) 1*03 numej^oa Impares entre 0 y 10. 
(f) La cantidad de aire de eata habltacleri. 
Utlli:§a una tira de papel o una cuerda de la misma longltud 
' del segniento W situado 'sobre la'sigulente recta: 



R A T S W 



Utlllza comparar los algulentea segraentoa de 

recta. Indlca al los segmentos menclonados son congruentes 
0, v3l no lo son, cual de los dos es mds largo. 
(a)> IT y SP^ ' M 'W y 7C?* {e) WH y W 
'(b) y W (d) HT y IT 
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Po.fttitre las i-eglones cerradas que se dan V eontlnua^ldn 
seloccloria la que te parosca mds pequeaa. Escribe proposl^ 
Clones para coiapakr el tamaflo de la region cerrada mds'^equeila 
xon el tamaao de'cada una^cie las otras flguraa. Usa uno/tfe 
los slmbolaa > J- « 5 

la regl<5n cerrada de la flgura 
do la figura ? . 



/ y la- forma que se ^ndlca: 

la regliSn cerrada 



a 








^ *««••«« 
*•••«•« 

p- mux 




>••«• 



(a) iCudl de la^ slgulentes reglones cerradas <?ree3 que es 
la mayoit^ Enum^xjalas'en el orden que plenses sea el de^ 
tamaflos aecrQclentes%* » * ^ , , 






(b) Haz ^trea coplas. de la .f l«ura -A, y iSsalas para congjarar 
la re§pl6n cerrada con las otras regi^nea cerradas. 
tRecorta las, cqpias dcT la flgura si es nedesarlo. ) 



.:: :;■ 1.: ■2|G::\;, . . 



(c) iPue correcta la llsta qi;e hiciste para el probleraa 

(a) Usarido el bords do una hoja de papel, raarca las longitudes 
de lo3 cuatro segmentos de recta que foman la curva 
cerrada de la figura E slguiente. Luego utillza la 
miama hoja de papel para comparar la longitud de la 
owrva cerraaa de la figura E con la de la figura F» 
iCual de las curvas es mis larga? 

(b) Utliisa una copla de la figura E para comparar lo3 

' taaaf.os de las reglones cerradas E y P. iCual de las 
' dc2 tienc la mayor drea? 
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blbuja un cuadrado y marca los vertices con ABCD* Recorta 
tu regidn cerrada cuadrada y cdrtala luego a lo largo de TSlCT^ * 
Tonia las dos partes resultantes de este corte y ponlas Juntas 
de manera que no formen un cuadradOj y traza el contorno de la \ 
rigura as! formada* 

(a) iComo se compara el dr^'a de la nueva region cerrada con ^" 
el area de la regidn cerrada del caadrado ABCD? 
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♦ (b) iOii^ comparacldn pueQes hi^-er entro" las longitudes de las 
^ do 3 curvas cerradaa? y- 





a 



En.los pr^blerras ae 4 a 7 hemos supuesto dos propledades 
de las figuraa (o cor. Juntos )^^eom^trlcas contlnuas. 

Propledad de coincldencia. SI dos flguras (o con Juntos ) 

ggpin^trlcas cqntlnuas estdn formadas por partes 
de tal modo ^ cada parte de una puede hacerse 
CQlncldlr con una E^;te del mlamo tamagp de 1& 
otra, entonces las dos flguras (o conjuntos ) con 
^^J^^^s tienen el^ mlsmo tamaSo , ^ 

Progledad de subdivision. ^ fiuede subdlvldlr una fign^^ 
con Junto ) geom^trlca contlnua . 



.7-2. Subdlvlsldn ^ medlclon 

La propledad de la sube.lvisl6n de una cantldad contlnua es 
la base para el procedlmlento que llamamoa medlddn. Daremos 
algunos ejemplos para hacer mas comprenslble la Idea, 

. Cada una de las tres flguras sigulentea es un dlbujo de una 
recta que contlene el mlsmo segmento, El punto C subdivide 

al segmento en dos segmentos W y im. iG6mo he comparan 
103 tamarlos de los segmentos Si? y ^Son ftongruentes? 



A 



8 
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subdlvldido 'S]^ de manera que la longltud de IE es j de 

la lonfltud oe aH, y la longltud del segmento S es tambien , 

-J do la longltud de jSH, 



A 0 s. E 

. ,,1 n . ' ■ ■- . M J- 



iCdmo se puede coinparar la longltud de SE con la de IB? 
iCon la de I5S? ^Gon la de M? 

Se puede subdivldlr 1® de otras maneras para comparar la 
longltud de un segmento con la de otro. Sup6n que escogemos un 
segmento de, longltud oualqulera que llainaremos "n", menor que 
la longltud de * 



-4 » ■ ■ 1 ■ 1 ' 1 » » 

A F\B 6 

Utlllza una tlra de papel o un compds y marca segmentos de 
longltud n sobre 1® (comlenza con el punto A). En la 
flgura anterior, se ha tornado cuatro veces un segjaento de lon- 
gltud n, de nanera que IF es de la misma longltud que 4n. ; 
El slmbolo "4n" slgnlflca "tan largo como cuatro veces n". 

El punto F esta entre A y B. SI se marca un squlnto 
segmento de longltud n, el segmento M tlene por longltud 5n, 
y B esta entre A y G. Entonces, 1C5 es mis largo que 4n,, 
pero mis corto que 5n. Como se puede ver en la flgura, E5" ea 

?5, y entoncea decimos que M es aproxlmada- 
mente Igual a 4n. Ha^ un simbolo para la frase "aproximadamente 
Igual a". Es un slgno de Igual ondulado, asl; " «» Podrlamos 
usar oGto olmbolo y escrlblr que la longltud de ICS 4n. 

En el ejemplo anterior hemos compai^do la longltud de TO _ 
con la longltud, que hemos llaraado n, de otro segmento. Hemes 
hecho la comparacldn subdivldiendo en partes congruentes, • 



cada una de las cualea clene longltud n. Hemos encontra^o que la 
lonsltud ati ,m * Este procedlmlento se llama de m^^dlda o 

medlcldn y el segmento' ci-.- longltud n es una unldad de medic Idn. 
El numero i es la m«^ida de 7© wando se mide este segment 
con la unldad n. (SF tlene tambi^n poT medida h, ) 
^ Toma dos unldadea de medlcldn, una congruente con el segraento 
r X la otra congruente con el segmento s. Mide W con la 
unldad r. ^Cudntas unldades v de longltud tlene IfF? 



^ N p f 

Mide HF ccn la unldad s. ^Guantas unldades s de longltud 
tlen^ KF? ' . . 

Podras observar que si raldes un segmento con unldades de 
dlforente tamailo, la medida obtenlda no te da el tamaHo del ieg- 
mento, Debes conocer ademas el tamafio de la unldad de medlcldn 
que has usado. La medida de NP no. es la mlsma cuando'se usa 
la unldad r. que cuandc usa la unldad s. 

La longltud de un segmento comprende tan to la medida como la 
unldad de medlcKJJn.-^ En el ejemplo en que empleamos n como 
unldad. de medlcldn, la longltud de M - Un, slmbolo AB (sin 
barra en la parte superior) slgnlfica la longltud del segraento 
La longltud se puede dar medlante -el enunclado AB « 4n. 
Observa c6mo se usan esta^ palabras. 

4 es la medida. ' ^ 
n es la unldad de medlcldn. 
4n es la longltud. 

EJerclclos 7-2 

U Copla en un papel el segmento 5S y el segmento marcadojcon 
"c" de la slgulente flgura (o usa un eompds) a fin de comparar 
la longltud de* m con la longltud del segraento c. 



7-2 



2. (a) Utlliaa la i^egldn cerrada B como unidad para con^arar 

las dreas de las dos r^giones cerradas, Copla las'flguras 1 
A y- 5. Recorta o* calca la flgura E y subdivide la 3 
region c'errada A en partes del mlsmo tamafto.que B. * . : 



B 



3. (a) 



)•«««««'« 
i« •••• 




(b) El ta^fio de la regltSn cerrada A 

. veees mayor que el tamaflo de B 



- \ ■ ■ 

es apro^madamente 



Compare 
la cur 



longltx^d dti la curva I) o6n la lotigltuS de 



* ft« «• 




J«««««* «•«««««••• 

• 



(b) Compara el tamafio de la regl<5n cerrada D con el tamafio 
* " de la regldn cerrada 

h» Mlra la caja A de la flgura* Podrlamoa pensar en el s6lldo 
A como subdlvldldo en partes del tamaRo- de la caja B, como 
se v^n en C. El sdlldo A ea aproxlmadaimpnte . veces 
mayor que «1 a^lldo B. 




a 
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(a) iOu^ unldaa de m^dlcion 'usaste on el problema 1? ' 
(^) ^iCudl -t\;e la medida de aI? 

(a) iQu4 unldad de medlcl<5n usaste en el problema 2.? 
' (b) iCudl fue- la medlda de la region cerrada A? 

(a) En el problema 3(a) , sup<5n que utlllzas ^^ se|rimto de la 
curva C como unldad de inedicKSn, y llama "t^ a la medlda 
de eae segmento. ^Cudl es. la longltud de la curva C? 

(b) Usando la misma unldad de medicidn V, icxiil es la Ion- ' 
gltud de la curva 

(c) iC6mo 3e compara la longitud dela curva D con la lon- 
gltud de la cu?>va * c? 

(d) En el problema 3(b), ^qu^ unldad de medlcldn has usa^o?' " 
tDe qu^ tasia!lo es la regldn cerrada D? 

En el r.roblena k, ^<^4 se usd como unldad para medir el volumen 
de la caja A?. ^De que tamafio' es el solldo A? 
I^lbuja un trl^ulo ABC. En cada lado del trlangulo coloca 
un punto que dlvlda el lado en dog segmentos congruentes. 
Deslgna esos puntos .con D, E y como Se muestra en la. 
flgura. . Dlbuja los segmentos ^ y 




(a) Usa una tlra de papel para detormlnar qu^ segmentos son 
■eor^rucnties. (Hxiuontraras tres conjuntos de tres seg- 
n .'.l-oa eada unq, ) * 

(t) Hay 11 curvas simples cerradas en esta flgura. Algunas 
son trlangulos y otras son ouadrlldteros. Enumera todas 
las curvas simples cerradas. 



(c) C&lca el trlangulo EPC, y compara el area de la region 
cerrada EPC con las areas de laa otras regiones tri- 
angulares csrradas. 

'(d) gQue conjuntos de regiones berradas son del mlsmo 

tainado? (Un conjunto tendrla cuatro. elementos y- dbs 
con juntos tendrlan tres elementoa cada uno*) 



7-5.. 6ubdl%'l3ldn de las unldades de medic i6n 

Has visto que*lo3 tamaiflos de las cantldades contlnuas jptaeden 
encontrarse midlendo.. ?ara hacerlo debes uaar una unldad de 
medlcicn quQ tenga est^s dos caract^rlstlCAs ; 

1. Debe ser de la lalsma naturaleza afel objeto que se va a 
medlr : uri segmento de recta para medlr un ae©nento de, 
recta> una region cerrada para medir una region cerrada^ 

2. Debe ser poslble mover la unldad de medlcidn.o ^coplarla 
con baatante exactitude a fin de que alrva para subdivldlr 

s 

el objeto a medir* 
Frecuentemente se torn oualquler cosa que est4 a la mano 
para.utilisarla como unldad de medic Idn.* Cosaa.gue alempre 
ti<^nea cerca son.tus manos, dedos, brazes y pies. ' Estas partes 
del cuerpo se usan con frecuencla como unldades para medlr seg- 
laentos de recta* 

.EJerclclcs de clase J --3 
\. Usa la longitud de lo .seccion media de tu dedo ineftique como ' 
unldad para medlr: ^ ' • 

(a) La langltud de tu pupltre. » * . * 

(b) La longitud de esta pagina. _ ? 
^, Usa la longitud de tu pie' para medlr la longitud del aula. ^| 
5. Compaj:*a tus^respuestas a los problemas 1 y 2 con las . 4 

re^^puestas de tus condlaclpuioa* 6<3onio expllcariaa las 1 
dlferencias que podrlan aparecer? . 1 



4. 



5* 



6Qu4 objeto podrla reaultar convenlente *para medir el volumen 
su)5c*rlao por '-:iia gavota de esQrltorio? 

iPuedes Imaglnarte klgun objeto movibU que se pueda usai' como 
unload de medlcldn para la auperficie de tu pupitre? ^Puedes 
.utllizar una hoja de tu cuademo? Coloca varias hojas borde 
contra borde y cuenta. cuantaa pueden cubrir el tablero de tu 
eacrltorlo. ^Cual ea la medlda de la auperficie? tamaSo ' 

tlene la superficle? ■ . 

iKab^is uaado, tu y todos tus condlsclpulos, hojas del mlsmo 
, ^ rtamano como unidadeg? Si no ea asl, ^que ae pUede declr de la 
medlda? 

Subdivision de las unidades d^ medicion 

Probablernente las hojas de cuade^ no cubren exactamente el ' 
tablem de tu pupltre. En tales casos acostumbramos cubrir la 
parte qu^ ha quedado Ubre eon partes de unldadea. Veamoa como 

' Sabes que un rectan^io ea una.curva slinple cerrada, com- 
pueata por cuatro aegmentoa de recta que se Interaecan doa a doa 
fonnando cuatro "esquinaa cuadradas". L03" cuatro bordea de una 
paging, en este libro forman un rept^lo-. Indlca algunoa rec- ' 
tangulr en tu salo'n de claae. Para cada uno de elloa seilala laa ' 
cuatro eaqulnaa cuadradaa y el interior 4el rectangulo/ ' 

Supon que queremoa medlr la region rectangular cerrada grande 
en la flgura sigulente, utlli^ando como unldad la regl6n rectangular 
cerrada pequefla. • ^ • 

Laa unldadea ae pueden colocar una al lado de la otra aobre * 
la regldn recta^igular cerrada grande, como ae muestra, 51 fin de 
cubrirla tanto como sea poaible. 





2S 

1 



Pue<ie ocurrlr que la regldn re'^tangular cerrada -quede culjlerta 
"exactaxente^ (es declr, pricticanei.te) por alguna dlsposlcldn 
adecuada do laa ur4iQa,deg, como ae ve en la flgura. 




i4 meaiaa ^fe la re^idr. rectangular cerrada se bbtiene slmplemente 
contando el numero ,tJe- unldades. Si llamamos "A" al numero de 
unldades en esta regidn, podoraos escrlblr A ^ B para eispresar 
que "el "taniafto de eata region rsctangular cerrada es de aproxi-- 
madament© 6 unldades". Obaerva que se ha u^ado el slmbolo " " 
de "aproxlmadainente igual", pues no es'posible colocar las unl- 
(lades con tanta prvcl3i6h que podamos declr que la medlda es 
exactamente ' d. 

El tamaJto-dft una regidn cerrada se llama ^rea de. esa regidn. 
Dsclmos que el dLrea^del recfcdnguio de arrlba es de 6 unldades. 
Por esto entwciemos que el tamatlo de la regldn rectangular cerrada 
es de i> unldades. Estrlotamente hablando, un rect^gulo no tlene 
drea^ pues es una curva simple cerrada* lio nids probable es que 
hos encontremos con que podemos cubrlr solo tina parte .de l*a regidn 
rectaiigular c^/rrada* Una p^rte de esta regldn, excederd los bordes 
de laa unldaaea de tnedlcidn, pero en ella no se pueden eolocar mas 
linid^des enteral.. En la figura que slgue, la parte sombreada 
(/////) puede quedar cublerta por unldades enteras* 
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Flgura 7-1 



\ Podc^mos r.esolv«r eata sltuacl(5n cortancib algunas de nuestraa uni- 
dadea en pi-2<^3 .-r^as poquesaa. >odemo3 utlllzar ^stas -para cubrlr 

. la parte raitida," teni«ndo culdado de no cortar mds de una> unldad a 
la vez* Utlllsaremos codas las piezas de una unldad antes de 
comen^aV a cortar^ otra. (^Por qu4 debeilios utlllzar todas Aas plezas 
de una unldad tea de cprtar otfa?) 

Wma varla^ unldadesVectangulares del tamk&o usado antes 

' cortando una traa otra, hasta cubrir la Vte sombreada de la ' ^ 
flgura 7-U ^Cuantas de eaas unidades has usado? iTlenea alguna 
.parte dc^ una unldad que* no ae haya usado? Si es asl, ite parece 
que la parte 'sobranre a mayor o menor que la laltad de una unldaB? 

SI trabajaste con suriclente culdado, probablemente utllizaste 
trcs pnldades .-ompletaa y cori;a3te algo de otra mas. SI la p^te 

. sobj^ante de esta t5ltlr.& ea mayor .que una mltad de unldad, puedes • 
escrlblr cl drea del pcctangulo como de aproxlmadamente • 15 unU 
dades, pucs parece tener 15,, aunque no m^a de 15^. si la ple^a 
sobrante oa menor que media unldad, debes haber' usado mas de media 

^ unldad, <ie mar.era que el area es de aproxlmadamente 16 unidades, ' 
No es tar.to como i£ unidades, pero es maa de' 15^ unidades. 
^Cual de estas dos respuestas obtuvlste? , 

En la modlclo'n que acabamos d^ hacer, heraos supuesto que el 
resultado no depende le cdmo se colocan las unidades reatangulares ' 
en la figura m^s grande. Por ejemplo, es Improbable que todos tua 
condlsclpulos hayan cortado en la mlsma Vo^a las plezas que colo- 
daron on el borde. Sin embargo, hemos supuesto que cualqulera de 
el'los hayr-i obteniao la mlsma respuest^. La hlp^Stesls de que el 
^rea obtonlda no depende de la manera copio se colocan las uni- 
dades s5fcre la rip:v;ra se.puede colnprobar asl: mlde de nuevo la ^ 
region rectarigular cerrada con las mlsmas unidades, pero .ponlas 
de manera que sua bordes m^s largos est^n vertlcal'es, como se ve 
en la pat-lna H:,S, en jkz de horizon tales, . • t . * 




i'Encuentras que el area del rect?[iigulo ea .la mlsma que emtes? ^ 
^Deberla.ser asl? Es muy Importante la hlptStesla de que se puede * 
medlr una cantldad 'contlnisa cubri^ndola con unidadea de la manera 
.coino.resulte^.^s conveniente. Si encontronos areas diferentes 
^ para nueatro rect&nguio, entonces un mlsmo rectangulo parecerla ! 
tener das tamafios* Para estar de acuerdo con nuestra hi.p<S teals »; 
de que se puede compnrar cantldades continuas de la mlsraa clase, 
aceptarnos el hecho *±e que el- rectangulo Goiapleto"- debe tener mayor 
. ^rea que cualqulera de sus partes. 

Para' inedlr esta regl<5n rectangular cerrada, hemes usado como 
unldad de medlcldn una regldij rectangular cerrada mas pequetla. ■ 
Podriamos haber..e3cogldo, en igual forma, alguha otra figura como 
unidad de area, 

• ' EJerclclos 7-3 ' 

1, Copla las flguras que slguen para utlllzarlas como tuildades * 



de,area, y recorta varlas coplas de cada flgura. 




3. 



(a) Mld^ el area de una hoja de tti cuademo, utlllzando cada^'^ 
una de.estas- figuras corao unlda'd de modlcidn* 
iHa sldo diflcll utillsar algunas de las figuras como 
unldad de" medicl<5n.? SI es asl, ^cu^l es la razcSn? 
;Pue la medida el mlamo nUmero p^n^ c^ialesqulera dos de 
;i&3 figuras? . - I • 

SI, fuaras nifio eacucha, probablemente medirlas las dlstancias en 
"p!i303". ,Do qu^ longltud es tu aiala medlda con tus "pasos"? 
iPo/irfas me^ir el espacio ocupado pop una caja'al determinar 
culntas bolas dc'olerto tamalSo * caben en ella"| i^uedes'imaglnar 
un objeto de otra foma que se preste mejor para medlr-eae 
espaclo? . ■ ■ 

PROBLfiWA DIFICIL. r^Ura los triangulos que, se muestran' a con- 
tlnuacldn: El angulo GAB es recto, S^^gien^ la mlama longl- 
tud que M, y 103 triangulos tlenen altura^i Igualea. 




6 




(a) Copla los triangulos ' y recorta las regiones triangulares 
cerradas. Corta cada region cerrada en dos-plezas que 
puc-dan s6r ensambladas pari fdmar una regldn rectangular 
eerrada como la que ^igue, en la .que tUT tiene la misraa 
long! tud que SEF, . • 



(b) Recop^Bi ^na. de las ro^lones triangulares Tjerpacia^s en 
plosas qu ,! p*u .dan. enaamblar para I'oiroar la otra^ 

, . region trianpjlar corrada. . ' 

(c) Si encuentras es^te problena dcHjaslado^ facll, Intentalo 
cu^do el a^:gurido criangulo tisne la forr.a slguiente; 




7-^.^ Unldades r40^>all2adas de longltud 

En la Seccidn 7-3 usaste unidades de .medlcldn de varlas 
clasoG. Algunas de* ellas te reSultaron diferent'es a las de tus 
ooj:idl3clp'ilo9, •? pessr d<» que fuerorj hechas de, la misma manera. 
ptras *^nldados que usaatc eran laa mlsraas para todos en la clase. 
Cuando piuchos aaoptan y usan clerta'unldad, ^sta se llama unldad 
nortnallaadst . Tan facilraente puedes comprar una re^ con las 
unldad-oa del mlsmo tamaiio que las de tus condlsclpu ije te. 
parec^^rfa raro olr qu<i? se nece9lt<5 raucho tlempo y et jjvzo para • 
liegar a la conclualdn de que haciendo Iguales esas unldadee se 
slmpliflcan" mucho las cosas, Los pueblos prlstiltlvos ^asl no 
neoeslta^ban una unldad que fUera Igual para todos, SI un honj^re 
prlmlt^ivo-qulalera un arco perteneclente a un' amlgo suyo, lo 
tomarla prestado hasta encontrar una plessa de madera 3gua-l, El 
hombre prlmltlvo podia cailfbiar todos .loe lirtlculos aue poseia sin. 
preocuparso Krncho de su tainaKo.* Cuando se desarrolld la clvlll- 
sacl^n y cl hombre ecpezd a tener objetos^ de valor, el tamafto de' 
4st03 ae hlzo Importante. SI una persona tlene un diamante y 
otra qulere camblar^elo p'or oro, la prlmet»a persona qulere 
cerclorarse de que el oro es puro y su pesp es razonable.. La 



ERIC 



259 ^ 



hlstorla cuenta que el rey Hordn de Siracusa solid td los servlcioa 
del mateai^tlco griego Arq^S^^s po^ que encontrara un m^todo que 
- le remltlera descubrlr si el Joyero qu^ lo habla hecho su nueva ' 
corpna oro lo habia eng^nado, Al comlenzo, Arqulmedes encontrd 
diffcll el probletna, pero al final descubri<$ ^una manora de.resolverJL 
idea GO 1^ ocurrl<5 nilentrasr se bafiaba,* y lo entusiasmd tanto que 
sallo corrlendo poT las -.allesrsin :izXmr a vestlrse, grita^do « 
"^eka", que slgniflca "lo encontr4\ ; ^1 joyero perdld la cabeza 
do^ldo a q»:e matehitlco oncontrjS una nueva njanera de medlr." ^ 

. Eata soocidn trata de las m^-dldas de longitud medidas " " 
llneales, es decir "que cienen la naturalesa de una.lfnea"). Todaa 
las modldas de ^se^n^^ LaT" 
unldad.«3 de longltud r.ds peoueSaa *del slstema Ingl^a, que a. uaa 
en 103 EstadoG Unldos, i^aeron -^ugeMdas, orlglnalmente, por alguna 
parte eel cuerpo. La ^arda ^, a jgrosso nodo, la dlstancla que 
hay de la pv^rta do la r.arls al -extremo de los dedoa cuando ei» 
braso eata extendldo a la altura de los hombros. Por aupuesto, " 
31 te jplca la i^ariz y la in^eves un poco, cambla el tainafto de fcu , ' 
"yarda«, p^ro para una e&tUnacld» aproxlmada de cuinto tlenes de ' 
tela.o de-cuerda, es un buen slstema de medlda. Los-caballps se ' 
tnlden aun poi» "palr.os r^enores" (en Inglds, "hand"). «ue es una/ 
nedlda del ancho-de la palma de la mano, c^ora equlvalerite a ^ ' 
4 pulsadas. Cuando los nl&oa Juegan a las bolltas, usan aun otra 
codlda ar.tlgua. Al extender* el pulgar y el mefllque tanto como les 
es poslb^c, tienen untf unldad que se llama una cuarta o uq pal«o. 
Cuando 11^6 construy<5 el arca,^s-e supone que la hizo de 300 codos 
de .larso, m codos de ancho y 30 ,codos de alto. El codo era la 
dlstancla quo .-ay. del codo al eictremo de los dedos, y ha varlado 
entre 1^. y 20 pUlgadas en las dlferentes ^ifocas de la hlstorla. 
los marlneros usan la medlda Uamada braza. Orlglnalment; tendian 
una cuerda entrc los ext.^n.o3 de ios' dedos de- ambas manos con loe 
brasos extendldos, de manera que las manos estuvleran separadks '^^ • 
rndxlmo, / haclan nudos en los^puntos por los que aslan la cuerda, 
Ahora una brasa es de 6 pies. I^b romanos median ^stanolas' Son- 
des como los nlfloe.escuchas, contando el ftiimero /fe pasos necesarloa 
para cubrlr la. dl8tancla/\ paeo de los romani/s, aln embargo, era 



un doble paao* La exprosidr* latina para "mil paaos" era *^inllle 
passus", do doride vlcnc la palabra "milla'\ 

Ya has descublerto que la medida de los cuerpos varla mucho 
de un pu»^blo a otm* Este heeho h?. dado lugar a varias sltua- 
clones amblguas en el curso de la historla. En los tlempos 
primitives una tribu adoptaba un s3 sterna he unidades que usaban 
todos sus miembros. Esto funcionaba bien hasta que algulen de 
la trlbu querla comerclar con gente de otras tribus que tenlan 
otro sistema ce unidades de medloitSn* Entonces venlan los pleltos 
sobre la unload de medicidn a empleari. Cuando las medidas 
llegaron a ser mds iir^orrantos, oada pals estableoid un slstema 
do unidaicG para t^odas las perscnas que vlvlan en ^1. Dichos 
3 * -mas do unidades se fueron estableciendo de varias xnaneras, 
pero muchos de ellos aun se b^isaban en las antiguas medidas 
tomadaa dc diveraaa partes del cuerpo, 

SI rey^->Eduardo I tenia una barra de hierro como la yarda 
oflclal de Inglaterra^ pero luego la guardd de manera que s6lo 
^1 y sus amigos cercanos podlan usarla* Se ouenta que uno de 
los reyes de Inglaterra ordend que un oflclal fuera a determlnada 
iglesla cierto domlngo, ellgiera a los prlnieros dlecls^is hombres 
que salieran de la iglesla y los alineara de manera que la punta 
del pie ide cada uno tocara justamente el "taldn del que estaba 
delante. La longitua de la punta del pie del primer hombre al 
tal6n del ultimo, moGlda con una cuerda^ se divldicS en l6 
partes Iguales que dlejw. origen al "pie" oflclal en la Inglaterra 
de la ^poca* En mvicros palses se hlzo lo mlsmo, de manera qu6 
el pueblo del pais (o^ en algunos casos, de una cludad) usaba la 
misma medida. Clerta aldea francesa tenia oolgada en la plaza 
del *mercado una barra quo era la unldad de longitud del lugar^ 

Todo anduvo blen hasta que algulen quiso comerclar con la 
^? ate de oti^o pals* Los desacuerdos eran tan frecuentes que, 
flnalmente, un gn:po do cientlflcos franc eses convoco una con- 
fererlciS df» represent anton de virlos pilses para establecer un 
conjunt^:^ intemacional de unidades de •aedlcldn. Ese grupo 
desarrol el slstema m^trlco, que descartd las unidades antiguas 
y basd tr^'Snras nuovas unidades sobre^la dlstancla del Polo 



.«l.t> al -^u'udor. El metro es la ur.ldaa bisloa de- longltud del 

r.:: ae la-^.^. oo»o la .... ^^^^ - 

cIro«1.3" clcntlricos del «ur>do y en todoe los palses eon excep 

L Oflolna N-aolonal de Nc^allzacldn C^*^-^ f ^J^ 

Standards), en Washington, tlene una copla muy preclsa ^^^^T' 
Standaras). ^^^^^ aleaolin qve oambla 

^ ...-.itv-^ er d^ferentes eondlciones atmosfericas. EL 

nonuallzadas de longltud en ^\ oonserva bien guar- 

tante la 30gui"iaad de esta barra. q<je se la oonserva B 
Til SI un •industrial desea fabrioar Instrumentos de medlda. 
rur;rodictos deben ser copla preclsa de las «n-dades no^all- 

zadas oflclalmente. 

, -F, „r pan de ...olde una «nldad nomallzada? SI lo es, ihay 

de In V.olde" normallzado. SI es asl, .cuil es la unldad 
en el slsteraa nomalizado? 
' -se fabrlcan en ta.T.anos normallzados los envaaes para con- 

servas? SI exlsten, iouales son esos tamaSost 

5. Hal na llsta de por lo nenos olnco ~ ^ 

co,:»in=ne.te en alsuna olase ae unldades noWuzada .. Escribe 

la unldad noixallzada en cada oaso. 

Has usado dlferentes olases de unldades para -J^' 
ae recta y reglone. cerradas, tanto del piano. oomo del ^^P^^^". 
ae i«.ct3 J T-z i„„,itud de la seboldn media de tu dedo, 

Entre otras, has usado la longltua ae xa =<= 
■ . . „i« .ma ho la del ouademo y la palma de tu 

■ ir r ti:;^:: ^^^^ -n esas umdades. podr., 

. '"""T M^lerrsrablecl. el'tan-ano deuna .nldad de »edlcl.n. 
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2. Cuando raucnas personas adoptaron la misroa unldad, ^sta 
se transfomd on una unidad nonnallzada. 

La p-lgada se desarrolld a partir de la longitud de una 
seccldn de un dedo de la mano; y el pie, a partir de la longitud 
del pie de algunas personas. Encontraras que tu "pulgada" diflere 
de la do tus condiscfpulos^ lo que tambl^n ocurre con tu. "pie",- 
-La unidad que llaaaiRos pulgada podrla ser lain corta o mia larga 
sin dejar de ser una "unidad" de raedicl^n. Per convenio, quien 
usa el slscema ingles de medidas, emplea una unidad de longitud, 
la de tu rcgla, como uh^ie", que se denota asl: ' , y un 
dozavo de esta longitud como la unidad, una "pulgada", que se 
abrevia asl: pulg. , pig., y se denota " , ^ 

EJerclclos 7 -4b 

1 . Con -un pedarjo cartullna o de cartdn grueso que tenga un 
borde recto c:ons,truye una regla de 6 pulgadas, marcando ' 
Intervalos' de ^ pulgada. 

2. Construye dos reglas mas de 6 pulgadas cada una, una de ellas 
marcada a intervalos de | de pulgada, y la otra a intervalos 
de ^ de pulgada. 

Utlliza el sl-nbolo para tus respuestas a los problemas 3 
a 7. - , 

jj. Mlde cada uno de estos segmentos de recta eon la aproxlmacldn 
de media pulgad;*, utlllzando la regla que has construldo en 

(a) 

(b) — • \J 

(c) 

(d) _ 

(e) 

4, Mlde ^ cada uno de los segmentos de arrlba con la aproxlmacldn 
de de pulgada, utlllzando tu regla marcada en cuartos de 
pulgada. 

5. Mlde ^ cada uno de los segmentos de arrlba con la aproxlmacldn " 
de - de pulgada, utlllzando tu regla marcada en octavos de 
pulgada. 

2 '-'3 



6» :<lclo .lada uno de I05 scgrr.er.tos antorlores, utlllzando la 3ecci<5n 
media del torcor dedo do x^u mano. ' *' 

.7. ^,Qu4 unidad de moalda te ha dado los i-esultados rr.as satlsfac- 
torloaV ii'or qu^? 

■ M ^<^r:la ^ la recta f.umerlca 

En 103 capltulo. pr-cedAntec hac trabajado con la recta num^plca 
La medlclon de ae^entos puede oonaiderarse como la ml?m« operacl6n 
que la do cc.Tipara.-lor. da scgtnonto que debe medirse con una reqta 
num^rica. La roejla que usas og, realldad, parte de una recta 
nurserlca ouya unidad ea ia pulgada. La parte de la recta numerlca 
que 30 ve tu regla va desde el cero hasta el 12. yna vara de 
una yarda ea una par*,- r.as larga de una rocf. num6rlca, que va de 
0 a Jo. CuandG trabajaste la prir.ora ves con la recta numerlca, 
marcaate en ella los nOmeros naturalec aolamente. Cuando estudlaSte 
los numeros racionales, los Incluiate en la recta numtoca. Las . 
roglas quo us!ir. los nlfios pe^i^-fios estan raarcadaa, frecuentemente, 
adlo en pul^adao y jsedlas pulgadas, como en la prlmera regla de 
carton que construiste. Cuando el niao crcce, puede entender las 
roglas con dlviolones mas paquerlaa. La mayor parte de las reglas 
que uaas tl.>nen cada pulgada dlvldlda en 16 partes l^uales, 
Cuando midc-s un segnientc de recta, comparas la longltud del seg- 
mento con la reota r.umerica niarcada aobre la regla. 

EJerclclos de clase 7.-^a 
DetengaKonos para oonslderar ralnuciosaraente la construccldn de 
la regla qut^ probablemente tienes. 
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Esta regla csta divldida en 12 unidades iguales que todo el 
raundo reconoce como pulgadas. Una parte? de la regla se m\aestra 
en la ri.g'*ira El espacio er. cada uno de los extreraos de la ' 

figura tiene una pulgada de longltud. 

U i?or qu€ 63 riecesarlo dlYldlr las unidades? 

2, iCdmo estadlvldlda la pulgada entre 1 y 2? 

3. iC(5mo estan dlvididas las otras pialgadas? 

Jt». Si se necesitan dlvlslones mas pequeilas que las marcadas, 

^Guantas divlsiones hay en la tercet*a piilgada? lY en la 
cuarta? en la qu4nta? ^ * ^ 

6. Xlrandc la regla ^ ^cdmo podrlas ^ecir que divlalones 
fueron hechas prlmero? 

7, iTe ayudan en algvsna forma esas rayas mas largas? 

3* ^Cuaktas dlvisiones se pueden colocar entre. dos de las 
dlvialones mas pequefias de tu regla? 

Si tienes diflcultad al usar una regla, estudla detenldamente 
las preguhtas anteriores y a me di da que respondes examina, o blen 
la rigura,- o blen zn propia regla* 

Una regla, como cualquler otro instrumento, no te es i5tll si 
no la puedes emplear. * Una regla t;lene dos poslbllldades de utlll- 
sacl(5n: (l) Para trazar la representacldn de una llnea recta. 
(2) Para medir distancias referidas a una unidad notfeallzada, coroo 
la pulgada. 

Una manera de medlr distancias con una regja es colocar su 
punto cere en uno de los ext3f»eraos del segment© que se trata" de 
medlr, colocar luego la recta cuidadosamente a lo largo del seg- 
mento, y leer el nuraero en el punto d,e la regla que coincide con 
el otro extremo del segmentc, A menos que tu regla tenga un* 
pequefto espacio a la Izqulerda del punto cero, no es ^sta 1& mejor 
manera de usarla porque^ muchas reglas se despuntan y pierden aal 
parte de la primera pulgada. Se mlde me J or haclendo colncidir el 
extremo Izqulerdo del^segmento que se trata de medlr don alguna 
de las marcas de la regla, raldlendo luego la distancia al extremo 
derecho del segmento y sustray^ndole la distancia que. haya a la 
isqulerda de la primera marca que usaste. iQu^ marca de la regla 



es convenient^ para hacerla corWpander con el extremo' Izqulerdo 
del segmento? • 

U Si se contlnuara Rarsando los sextos de pulgada 'en la 
flgura 7-^, uciiintaa dlvlsiones tendHa' 
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iQu'^ pun to de la re^Ia esta debajo de cada una de ios.puntos 
. marcaaos, de A haata G, sobre el segmento de recta? 
5* iOM^ longltud tlene: 

•(a) :SI? (b) S^? (c) tJE? (d) W? (^) 

(a) ^ Blbuja un seg^aento de b pulgadas de longitud y dlvldelo- 

en partes do | de pulgada cada una. 
" (b) Divide i por |, 

(e) iHay alguna relacl<5n entre las px»eguntas (a) y (b) de 
este probleiaa? 

M Dlbuja un. segmento de recta en tu papel. Luego marca en 
^ el los segmentos cuyas longitudes se Indlcan a contlnua- 
cldn, pcnlendo el extreme Izqulerdo de un segmento coin- 
olden te cor. el extremo derecho del' que le precede: 

(b) iCuiJl es la longitud total de estos segmentoa? Lee la 
respuesta en tu regla. 

(c) Comprueba tu- respuesta sumando las longitudes. 



5* 
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C. >'l(io ^::r. re^l:^ los se^.entos Indicados en la siguiente 



Aft CO.e F . Q H t 4 

(a) 15 ' , , • (e) W 

(b) BE (f) 

.(e) IT (g) ^ ' 

* (d) -m (h) TJ 

T. (9) Kr. la recta del pi»oblema 6 mlde, si aun no lo has hecho,. ' 

cada uno de los slguientes segmentos: BCf, 15Ef, 

IF, HT e Tr,_ 

(b) 3uma to das estas medldasjf y cqrapara con la respueata en 

'(c) para ver si coincides, 

111 1 

3. rlwcribo l:is fracciones i"» "g" To como fracciones oomunes 
*j* ^Hay alj^una rclacldn ontre la dlvlsldn de una regla y la base 



Hay muchas lir.ldades nornallzadas de longitud, tales como la ^ 
puleada ( " , pig. 6 pxilg. ), el pie ( ' ), la yarda (yd.) y la 
mil la (ni.). As! conio hay muehos noinbres para un rnismo numerb 
racional, tales oomo f » ^ ^ "l^* tambl^n varios nombrea 
pari una mlsma longitud, tales 'como 2 pies, 2^ pulggidas y ^ 
d^ yai;da. Es lmpo^t€^te aprw4er a caroblan el noinbre de una ^ 
raediaa una ronaa a otra. Para camblar tales noinbres, es 
nocesaVlo cor.ocer las relacloneg en'tre las unidades. 

Es tanbien necesarlo conslderar el slgniflcado del slmbolo 
" = Haata ahora este slmbolo de- ha usado para Indlcar - 
dlferentes nombres de una rqlsma longitud. Cuando se trabaja con 
Riedivlaa, se usa este sentido del signo Igual. Teniendo esto en 
cuenta, esci'lbiraos 2 pies 24 pulgadas. " ' 

iQa6 se qulere declr ccn "2 pulgadas + 3 pulgadaii"? Sabemos 
cdmo sumar n\5mero3, pero "sumar longitudes" es algo dlferente. 
Sup6n que tenemos doa segmentos de recta de longit;udes 2 pul- 

PC-* ^ 
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gadaa y 3 pnlgadaa, reapectivamento, Siis medidae, en pulgadas, 
son 2 y 5, - Marca eaoa dos segmentos sobre una recta, de manefa 
.que t^ngan un aolo pu-tc. en Domun. Obtonemos un segment© cuya 
Yjedldci, en pulcadas, es t y cxjya longitud es 5 pulgadas. Real- 
feento, la suma 3^ efectua con los numeros 2 y .Esto es lo 
que queremos decir con 

2 pulgadaa +• J pulgadas « 5 pulgadas, 
^T&l como'ae h^ usado aqul, el slmbolo tlene un signmoado 
algo dlferento del que tlene cuando escribiraos 2 + 5 = % 

De monorii semejar.te damos sentldo a 5 pulgadas - 5 pulgadas^ - 
2 pulgadas. La op-racidn so efectUa, realmente, con los ntSineros-. 

Sabemos que 2 x 3 slgniflpa 3 + 3. En la mlsina forma, por 
2(3 pulgadas) entcndemos 3 pulgadas + 3 pulgadas. 

• Como ejemplo veamos algunos problemas que Impllquen Carabiar 
pulgadas- a pies y pies a liulgadasV En primer lugar, reaolvamoa el 
probleraa de convertlr . tSO pulgadas a pies. Sabemos que 12 pul- 
gadas » 1 plo.^ Esto signlflca que i pulgada-, ^ de pie, es declr 
1 pulgada y de pia aon nombres dlferentes de una mlsma longl-" 

.tud. PodemoB escrlblr' el problema como un enunclado nvim^rlcoi 
60 pulg. _ pi-vs. Del slgnlflcado de la medida, 60 pulgadks 
es " /ecca 1 pulg, Sablendo esto, se puede reescriblr el 
«nunciado num^rlco icrnb 60 • 1. pulg. ^ ? pies. 

Corao 1 pulg. y pies son dlferentes nombres pal?a la mlsma 
longitud; podemos reemplazar 1 pulg. por ^ pies. £ntonces ' 
$0 • plas » j?_ pies. ' ; • 

Aiiora so puede efectuar la operacidn Indlcada ep el lado Iz- 
qulerdo dc-l enijnciado nur,^rlco y vemos que 60 pulg. « 60(l pulg.) = 
60(-^^ple3) « ^ pies a 5 pies. » . 

. Los mlsraos conceptos se usan cuando se cambian «50 pies a 
pulgadas. La Idea baslca es la mlsma, de mtoera que 50 pies ^ 
50 • (1 Pl^?) - 50(12 pulg.) » 600 pulg. 

V ' ^ aentldo comijn k^'uda a verlf icar si laa respuestas son ra- 
aonables. Si las unldades que se usan para raedlr fueran pequeflas, 
ae necesitaria. tomar ma>-or cantldM de ellas para indlcar una 
medida dada que si las unldades fueran grandes. Veriflca aiej^ppe 
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^* ' 

Uj3 respuestas para vor si son rasonableij, • , 

La ruayor parne d«=' las r'elaclv':.nes baslcaa que se necesltan 
pam convertir (6 camblar el nombre de) unldades te son famlliares. 
Se dan en las tablas que aparecen al final del Capltulo 8» La 
tabla de laa medidaa lineales comunes se da tambien aqul: 

'12 pulg. «= 1 pie 

>6 pulg. = r yd. * 
5 pios = 1 yd. 
5,280 pies « 1 mi.' 

Ejerciclos J^h6 
Cuando ae trate de mediciones, usa el slmbolo »*» . 

1. Da dies pasoa de la manera cotoo acostumbras caminar. Mlde la.^ 
distancla entre la prlmera y la ultima marca de la punta del 
zapato y divldela por diez para encontrar la longitud de tu 
paso. Expresa esta longitud ta'ntjo en pulgadas como en pies. 

2. Jtiliza una regla marcada en 16 avos de pulgada para medir 
los si^ientes segmentosr 

, (a) — ~ 

(b) 

.(c) 

(d) — — 

' (e) — ^— T- • • ^ 

3. Halla la loiigltud total de cada- una de las sigulentes curvas 
simples cerradas, mldiendo cada se^nento y sumando luego las 
medidas. 'Jtiliza una regla marcada en. 16 avos de pulgadfe. 




(c) 





(e) 
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/ (a) En el problernn ? haa ,U3ado una regla* ^Puedea medir la 

ionglts^u de cadu u^a de laa slguiontes curvas do la 
L * mlsma man era? 

Cb) iPuedos Imagimr un Retodo p^iro medlr las longltuc^es con 
una cuara:^? 

(c) i^ide la longitud de cada una do las cvarvas corradas 



olgulentea; 




(2) 






l^a alr.oKsiones ael area de No^^ * Podrdo encontrar las 
iin--.*nGlor.os on cocios on la pdgina 261 • ^ 
* (fc) l:ir. din-* rr- lone n del nrca en pl»?3 y yarda:% 

i*UGca V?. aLT*anaque en ol quo se indlquon'laa dlmonGlonea de 
lot\ baroos noiaorrca* y eomp^rnlaa co.n las que hemos dado para 
ol area No<^» 

Otra ^laso d e ree;las ' • * 

En la prino>*a pvirte de eata seccldn has viato que ol m etTo ^ 
oa la t tCi ior.^lt:.d baalca en el al sterna Tn£trlco* Sin » 
embargo, '^r ^.^%»^*;t -ner.^^ con vl one uaar otra unldad para medlr 
lon^^ltud: mr^nor* it* ;;n metro^ Eata unldad ea el oentlmetro > 
El ceutlnetro ea de metro* Qulsd has comprado al^twia 

v*C2 una re^* :i con ur* b^^^rde maroado en pulgadas y el otro eh 
oentl?r*etroG. SI no lo has hecho^ la sigulente flgura te ayudar^ 
a Imaglnar una unldad de un centlraetro* de longitude 




1 r^eiitlmetro - de un metro 

'Una lonf^ltua 100 vecea mayor que el tamafJo de un centlmetro es 

un mo^ro. 

EjerolaloG de elase 7^4b 
U \^r. tro*j:o c';rtullna o dt: cart6n con un borde re^to para 

• cv.\ntruir^ una r ^^la do 10 dontiniptroa* 
ii, TnIuu aai:^ ^no loa algulent^ec ctignento;. con la aproxlmacl^Jn 

(a) ' " • 

. (t) ,.„:.„ 

• 



3. Halla la longitud total, en eentlmetros, .de las curvas simples 
•cerradas del problema Ejerclcloo 7-4(i, 

En varlos tr-jiba,:os ae laboratorio se neoeslta con frecuencla 
utlllzar una unidad de modl-aa-rads pequefia que el centlraetro. Con. 
eate objeto los clentlf Icos utlllzan una unldad de medlda de 
^ de centiiaotro, llamada 'in mlllroetro. Observa que "^x*-^ 
metiMD es de un metro* El prefljo *»tall" signif lea* un 

mll^slmo. La flgura que cigue to ayudard a apreclar cdmo es una 
unldad de un ralllmetro. Se la obtlene dlvldlendo el centimetre en 
10 partes iguales, cada una de las cuales se llama un raai:&netro. 



de un 



^1 mm, 

1 Rilllraetro » ^ do centimetre « de metro. Una 

, iongitud 1,000 veoes mayor que la de un mlllmetro es un metro. 

EJercloloa de clase J^kc 
UtiUza una reglr- -orrlente marcada en mllimetros para toraar 
• laa iQedidaa indie? , en. estos e Jerc^cios. 
1*^ Kide* (en millraetros) cada uno de loa segmentos* de j?ecta' del 

problema 2 de los EJerciclos de clase 7-4b. 
2. Halla la Iongitud tatal en milimetros de las "curvas simple, 
cerraaas del problema 3, Ejerclclos 7-4d. 
V 3» (a) Dlbuja un segmento de recta de una pulgada de Iongitud. 

(b) Mlde este segmento 'con Una regla graduada en centlme^ros. 
iCu^ntos centlmetroB hay, aproKlraadamente, en una pulgada? 

(c) Mide la Iongitud de una pulgada en mlllmetros, iCudntoa 
.TJ-llrostros hay; aproxlraadauiente, en una pulgada? 
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7-5. Preclsl<Sn de la^" medle tones ^ siixliao error poslble 
>^ Ai tratar los problemai? a €, «jerciclos 7-4b encoatraste 

diferentes medldas para . el .mlsmo aegmento cuaiido erapleaste reglas 
con (jjlvlsionea ^de dlferer.tis tamaftos, *Construlste reglas marcadas 
en pulgaciac, r.c-dla^ pulgadas, cparcos do pulgada/ octavos de pul~ 
.gada^y en centlmetros. SI mldea uri aegro^to con una regla 
nt'*rcada en I'o avos pulgada, tu isedlda sergl mas ,pr6xHna a la " 
icngltud real del segment© que si usas cual^u'iera 'de las reglas - 
^que h.lclste, Puedes coir^jrar r.eglas marcadas en 52*avo3 jSai^nr 
en 6i» avos p'^lg^da. Cotac estas laltlmas deben ser fabricad^ls * 
'-^con muGho esmero, son caras y no Wo usan %orrientemente. Sl'usaras 
una d*^ e^tas roglas para' medir el mlsmo segmento, podrlas apreciar* 
que las medldaa anterlor >3 no exactamente Iguales a la nueva. 
Cuaiido usaa una regla quo esta marcada.solo en pulgadas, deberds 
dar la^ respuesta con la aproxlmacldn de Uiqa pulgada. . Si tu regla 
est^^narcada er. medlas F^lgadas, puedes raedlr con la aproxlmacldn " 
de ^ pulgada. ^Con qu^ prec.lBldn puedes medlf con una regla ' ' . 
marcada en octavos? con u,ia* regla marcada en tb avos? >• ' 

gjerclc.oa J-Ha para anallzar en clase . • * 

Fteflerete a los i^ercloloa pagina^gD^T^ ' * 

1. 'Jtlllza tu regla l^aduada en inedlas pulgadas para medir «1 
ffegnonto (b), problema 3. 

2.. Utllisa ragla gr -luada en cuartos de pulgada para medlr el 
mlsmo s» e^;ni«^nto. . * 

♦ * ^ 

3. TJtillsa tu regla g^rajJuada en octavos de pulgada para medlr ese 
segmsRtOi "\ ' 

. ^i. Mlde el segmento (b) utlllzando l6 avos de pulgada*. 

Al med'B^con roglas de ^graduaciones dlferentea, ^obtuviste 
siempre el mlsmo re^sultado? - . 

Replte loa probleraas 1 a 5 para ol segmento .(c). 
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I"*; r-vcp-.'-r*."": il p.'-Ml-t^r.-i 1 d-:*f- de -h'iber sido "^tt". Esto 
a* njrion r--- -Xvr'^r.;^ i-.V.-ct'.o del scgrento cc roct:i osti rds 
p, -"- -.n 'I 1-i ri'irci u:; 5r- pulca&ius que a la de 3" o a la de 4", 
En e»i prollA* pr-it'itlomerste r.o or-tabas seguro de si deb'las 
reapondwr >r-'* d pues el extreme dol segraento parecla 

estar on el p.ait.j* medio er.tre la raarca 5^" y la marca 

?, Llor.a loc -•pp:.ci:;c vaolos ci£r-iontost En el probleraa 5 el 
extrer?;o dorecho a.>l sog;.£rito esta mis prdxlmo a '? que a 

L. <^ ^ —I—' ■^''^ m^Gicidn se ha efectuado con una aproxlmacldn 
do *: p'.lgtadn, 

A'ir. cuar.do rr.*?d.^3to ol mipmo segmento en los pr^oblemns 1 a 
' obU:vii;»e rvi-sulTiados diferentes. Esas diferencias se deben a 
quo xailis^iste di.'erentes subdivisloner de una pulgada al efectuar 
lac !r.ediaa3» Co iiow que la rTiedlcion del problems 1 es preclsa 
con la apro.cir.au^icn de \ puignda; la del problema H es preclsa 

con la aproxlnacldn de i de pxilc^ada. En el problema 3 la _ 
prucisidn OS de de pulgada j rr^lentras que en el prob'sma ^ ea 
(je ^ de pulcrada. La preclaldn depende del tamafto de la^ menor 
subdivision -ju^^ ur,e en el Instnamento de medlda. 



DeclniOo que 

una 



aproxlm^vion 
4- pu:.ead:i 



) es mas precise que 



^na rioaiclor eon lr.| 

aproxlnaoion de • ^ 
1 



es mds proclsa que 



do pulgada 



(ima medlclon con la 
^ aproximacldn de 1 
(pulgada 

funa medloidn con la 
7 aproxltnacldn de ^ 
I pulgada 



y acl suceslvamente* 

Cunlr lera p ^edo cometor un err^or al leer las marcas de una 
regla/ o p^ede colocarla sin suflciente culdado a lo largo del 
scgmento 4ue trata de medirj pero la precis3 6n de una medlda no 
se *reflere a esta clase de faltas* 

Escribamos los tamaflos ^e las subdlvislones en el crden en 
que las hemos usado: 

Y pulg, , <g- pulg. , pulg. , ^ pulg. , -tj^ pulg. , . . . 
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y oboorvor.o= los dsr.oralr.adorea de las ITScelones • 
. ■ 2. ^ S, IS, 

Obaer-.a quo 

103 denoninaciores 6recen en esca Qlrocel<5n 



la prc'0lsl5n do la niedicidn aumenta en esta dlreccldn - 



^ La Idea de precision do una medicldn se relaclona con la idea 
ael crecir.icnto de los dencmlnadores. 

Una regla maroada en ^" pemlte mayor j^veclsldn que otra 
marcada en ^ / 

una regla narcada en ^" permite inc:or precision que una 
r.arcada en 

Supdn quo quleres raedir el grosor de un cabello. ^Usarlas 
una resla naroada en pulgadas? ^En ,En ? ' Probablemente 

diras que esos in^tr^.meni:os de medlda son demaslado "groseros" y 
que n.cesit.as alguno mas "flno". Digamos mejor que se neceslta 
un preclso. ^Sabes qu^ es un-lnstrumento de 

precisian'? 21 t^rnilno se aplica a una anqplla varledad de herra- 
mlent is e Instrur.entos -que se fabrlcan con tanto culdado que con 
ellos se pueden to:r.ar r.edldas "flnas". Este culdado es muy 
especial si el ln3tru:.ento se va a utlllzar para hacer medlciones 
muy p-eclsas o «i se necesltan tnedldas muy preclsas para que 
funclon^ blon .na -maqulna, que en este caso tmnbi^n se llama de 
preclsidn, Un reloj es buen ejemplo de las maquinas de preolsidn. " 
Tainbl^n la es el automdvll/pues nq podria funcionar ^ uno de sue 
clllndros fuera ,de pulgada mds grknde que el plat<5n o tan 
estrecho que ^ste. jio "pudlera entrap en^^l. Los mec^icos con 
frecuencla^ necesltan medlr con" la aproxlmacldn de mil^simas o dlea:* 
mll^slmas de pulgada. Esta medlda es tar> pequeaa que no sc puede 
dlstlngulr a simple vl^ta, pero hay instrumentoa con los cuales si 
se puede efectuar estas medldas. Uno de tales instrumentos es el 
tornlllo rolcrom^trlco o ralcrdmetro 'dlbujado en la flgura 7-5-a 
Quizas algulen de la clase puede tW uno y mostrar cdmo toclona. 



7-> 




Flgura 7-5~a, 



Sup6n que hemos utillzaclo w pro^edlmlentq. para sutr'tvidlr 
una, pulgada segun el criterlo de los clentlflcos y en forma 
rexktilonada dlrectamente oon ^u«2Stro* sls.tema decimal* El pro- 
cedlralento serla como slcue: 

1, Comienaa con una unldad de una pialgada 



1« 
T 



2. Dlvldela en 10 partes Iguales, Entonces cada 
parte sera de -^x » 



1 « 
ITT 



1 « 



Divide la nueva unldad de -nr en , 10 partes 

* 1 1 1 * 

Iguales. Cada nueva parte sera de x iy^^) =» f^^" 



4. Divide la nueva unldad de ^ en 10 partes 
Iguales* ,Cada nueva parte serd de x ixfes"" 

5. Divide la ni^eva unldad de . ^(j^^" en 10 partes ^ ^ 
Iguales. Cada nueva parte serd de . 

1 ^ / 1 i»\ • 1 11 
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Este procedlmlento es el que roalc:ente slguen los mecanlcos 

para oonstralr las essalas sobre un micx-dmelrro como el de la 

flgura 7-5 -a. 2up6n q\ie tenemos una regla subdlvldida segun este 

procedlmlento. Si uaainos solamente las laarcas de medlmos oon 

la aproxinaaldr. -j^y". Si usamos scSlo las marcas de ^\ medl- 

moa con la aproxlsacldn de Sup6n que disponemos los deno- 

ailnadores d^^ nuestras fracclones en orden creclente. Tenemos 

^» 100, 1,000, 10,000, 

Observa que 

lo3 denomlnadores crecen en esta dlreccldn 



la preclsldn de las mediclones crece en esta dlreccl<5n 



Aqul tarr.bi,«n la idea de precision de las raedljciones se rela- 
clona con la idea de creclmlento de los denomlnadores. 

Cuv.do se utilizan partes fraccionarias de una unldad, se. 
obslene mayor precision en la medicldn si se ehiplean subdivlslones 
cuya fraceldn slene rriayor denorainador, 

Una rogla graduada en perrr.lte mayor preclsl6n que un^ 

graduada .en * 

Una regla graduada en wide con mayor preclsidn que una 

graduada en -^"> etc, 

las dlscusiones anterlores resultarla que a medlda que 
avanzaraos hacia las unldades de medlda maa pequettas sobre la regla,' 
obtenemos mayor precision en las mediclones. Las medidas tomadas * 
con una regla graduada en octavos de pulgada son mds precisas que 
las que se tonan con otra graduada jsn cuartos de pulgada. Por la 
mlsma razdn, se dice que las mediclones son rods precisas si la 
regla esta graduada 

en pulgadas en vez de pies, 

en pies "en vez de yardas, 

en yardas ^en ves dc varas largas^ (abreviado vl, )* 

en varas largas en vez de ralllas. 

Por la mlsma raz6n las medidas seran mds precisas si la regla 
se gradua 

en mlllmetros en vez de centime tros. 
en ce ntlmetros en vez de metros. 

En ingles t rod, abreviado rd. 



.Corr.o put>u$ 'escrlblr la notacldn una medlelon de nanera 
que •iii*,ulv.r. ^iv'i 1^ Tnire sep-j s\.! c^ido cie precision? Una nanera* 
muy srlsfiple es s-:.>jruir.':!Sta norma; ?Jo cambl^ir las fracclones- a su 
i'oma Irryducitle. Si mldes con una" rogla marcada en l6 avos 
de pulgada y usas todas sua- dlvlslonea/ debes expresar la res- 
p'.j^jtxt-i er. 1- -r.-os p'5lrr,d?i. Por ejetnplo, si la medlda de, 
una longltuG a- "i^ pul^adaa, debes escrlblrla como 2-^ pulg* 
Naturalr.e:.tl-, 3i rJLdes cgn la aproximacidn de ^ solamente, la 
re3pues*:a. deberlsi expresaiise como 2^ pxjlg. Este m^todo se debe 
usar aun cuar.do la rr.edida resulte un numero cardinal; se escri- 
blra i pulr.-^das como pulg, o como 2^, segun las unldades 

que se uaen. ~ Eate.rr.odo de exjpresldn Indlca la precision de la 
medi Ja. Por conslg^-lontc, 2-5- Indica precision con la aprokl- 
macidn de pulg* 

Hjerclc^los 7--b para anall^ar en clase 
' K SI usas una re-gla ^»arc^da en octavos ae pulgada pat^a medlr 

'a) Miaes c:cn una aproxlmaoloii^ de ? pulgadas^ 

(b) ^Piiedea dar la respuesta en la forma 5^''? 

(c) :.?iiedes dar la rt^apuesta en la fortna >|i"? 

iDe que grado de precision es una medlcidn efectuada con 
una regla graduada en octa^-os^de pulgada? 
2. iQu^ slgnirica, en cuanto a preclsldn, una medlcidn de >]^"? 

3» SI utlli2ias una regla marcada en \C avos de pulgada para 
medlr ;un segmento^ 

(a) Hides con una aproximacidn de ? pulg. 

(b) Si tu respueata se da como. 2*1^", ^debes escriblr ese 
numero como ^ 2^"? 6?^^^ qu^? 

(o) oQu^ grado ae precision tlene la me<?lcldn reailzada? ^ 



iQu'? da una medicidn mas preclsa, una graduada en 

oct-ivoG de pulgada u otra graduada en \€ avos de pulgada? 

Ahor.^ .luo tor.*?r503 las noclonea de precision de una medicldn, 
podemos conaidorar otra Idea que nos ayudard a entenderla *de 
aanera mas corapleta. Supo'n que utlllsaa una regla marcada en 
puigadas y das la r.edlcldn de un aegmento eomo 2 pulgadas. Esto 
•©Ignl-rica qu'.> el extremo derec*iu del aegmento esta entre y 
2/.. iCual 03 la ;r.ayor dlferenda poaible ,.ntre la longltud real 
del segmonto y tu respuest.r? iPuede'esa respuesta aer maybr que 
^? El alguiente diagrania muestra que aunque el extremo derecho 
del su^gffiento ect^ en A o en B, la diferencla entre estos puntos 

iO es mayor que 4-". ' 



y la raya marcada con 2 





• 


» t 3 


1 4 






la diferencla' para A es menor que 
la diferencla para B es menor que 



1« 



Plgura 7-5-C> 

Ejerclcloar 7-^c para anallaar en clase 
SI tu regla esta marcada en medlas pulgadas, la mayor diferencla 
peslblo ontr«-: la longltud verdadera y la medlda es ? pulg. 
'SI tu regla esta marcada en. octaVos d? pulgada, la mayor di- 
ferencla poslbl^ es ? pulg. 



1. 

2. 



La mayor diferencla poslbl^e entre la longltud real de un seg- 
a^ento y la medlda ef ectuada se llama m&clmo error poalble. SI 
escribes una medlda corao 2|", la longltud real estd entre. 2^» 
pg-". El m^mo error posl^le es (4- x i) pulg. 6 pulg. 



*. 



2S:) 



5. (a). Wbuja la figura de una regla, semejante a la de la 
' flgiira Y-i>-b, solo marcada en ^ pulg. 

(b) Kuestpa en esa flgura un segmeAto cuya medlda se podria 

1,. 



5. 



eacriblr como 2 



(c) Iftdlca el :r.dxlino erix>r poalble al efeetuar tal medlda. 
Uaando una regla graduada en ^ pulg. , el m^lrao error poaible 



es 



pulg. 



Cuando ae usa una regla graduada en pulg. , el maxlmo erjpor 
poslble ea ? pulg. > I " 

6. Supon lue se han escrlto correcteraente las slguientes medldaa 
(ea decir, que aun eh lea caaos poslbles, no se han simpllfl- 
cado liis fracclor.es). Llena los espacioa vaelaa'como ae In- 
dlca en el ejemplo. 

J^edlda Preclsldn de 
la me die Ion 

aproxlmaclon -j^" ' 



Maximo error poslble 



(% 
(b 
(c 
(d 
(e 
(f 

is 



1 V 



1,1 



1 ' 



4" 
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aproxljnaci6n 

En el problema 6(a). al maxlmo error poslble es Esto no 

quier*^ d^oir ,qu*^ has eqvlvocaao (jil q^e no te has equlvoisado), 

slno que la medlda real est^ entre^ i^-' ^) P'-^^S* y (5f + 
pulg. La medlda real eata etntre y . 



E3tab4feC€> entre que dos ibngltJdes esta coinprendlda la medlda 
real de .-ada ur^a de las modldas dadi^ en el prdblema 6* La 
reapu«^3ta para la pregunta (a) se' eacriblrla; La medlda 
real eata entr- (^-h)" <5 3|" y 1.4 + ^)" o 
La medlda paru la prt-gunta (g) eacr^blrla; La longityd 
real eata entre (2^ - ^)» (2^ ^^)«^ ^3 ^^^^^^ 3,^ 



Iciigltud real e-sta entre y 2^' 

EJerclolos 7-^a * 
iOu^ parte fracclonarla de la menor dlvlsidn, usada en el 
instrumento de raedlda, es el maximo error poslbll? 
Dlbuja un segmento de 2 pulgadas de longltud y Mv^Jdelo de 
m&nera que lo pueda usar para medlr^con una precialtSn de i 
pulg. * ' ' ' " . • 8 

Dlbuja un segmento de 2 pulgadas de longltud y dlvldelo de 
manera que slrva paji^a medir con un maximo error poalble" de i 
pulg. • ° 

Mlde el largo y el ancho de cada una de eatas figuras Qon 
(1) aproxlmacic'n de i p'jlg. j (2) aproxlmacidn de i pulg.j 
y (^) aproxlmaclon de ^ pulg. En c«da caso da el mtorao 
yriw poslble. 

U) 



(c) 






^1^* Vn rx^ctajr^ulc; tl>;no > pulgadas c2e largo y 5 pulgadas do 
ar^aho* Cada ur;a de la^t ni^^^didas est a dada con una aproxima- 

* {a) Dituja un r,ectdngulo, utlll2iando lo3 segmentos mas largos 

pos^fcles que* teng^i^* las n;odldaa dadas* 

(b)- Dentro del rectangulo de la preguntn (a)^ dlbuja un rj^c- - 

tangulo ouyos lados sear* los segmentos mas cortos posibles 

quo tengan las medidas dadas, 

1 

lYi juaarado zXene lados de pulg. con un mabclmo error ^ 
pbslble d*^ pulg. ^ . ' • 

(a) Dibu Ja ol cuadracJo cias graYido poslble cuyos lados tengan 
estas nedldas* 

(b) Dentro del primer cuadrado^ dlbuja el cuadrado mlnlmo 
que ter^£;a estas medldas* , 

*■ » 
Los iJigenieros y nioc^r*lcos usan con frocuoncia otra manera 

de-lr^diccir el maxino error posibl*^* Para esto necesltajnos un ^ 

nuevo slmboio, *un slgiiO Cids^ sobrc un slgyio menos^ que se ve as! 

" ^ " y que se lee '*mas o menos" simplemente "mas menos". Por 

ejemplo, si la r^^^^la est a marcada en 16 avos de pulgada y usas' 

tqdas sua dlvlsiones, un segiaento de. 2 pulgadas de longitud se 

eacrlbirla como + ^ pulg/\ Esto quiere declr que el a^gmento 

no puede ser mayor que 2^ pulg* nl menor qpe 1^ P^lg* para 

poder conservar el nornbrc ^^2 pulgadas"* Vuelve a la flgtira 

para aclarar el sent! do do esta notacion, Obser.va que^ en esta 

'notacldn aparecen tan to la modi da 2" como el mdximo error 

poslble, Pucsto que el maxlmo error poaible es la mitad 

de la^ longitud de la division que se usa en 1b. regla con ^ue se 

efectua la medlcidh^ entonces esta* longitud es el^ doble dCel 

mixirao error poslble* , Para nuestro, ejemplo, la longitud de la 

unldad de^mgdlclon que se utlllza er 2{^^') ^ La medlda 

es precir^a ,oon la aproitlnacioh d? ^ d© pulgada* 

EJerclclos T-^Sb ^ ^ 

1. Dlbuja una recta y marca en ella una escala con dlvlsiones de 
de pulgada* Marca con C el pun to cero, coloca un punto 



T-5 



Utolo punto -audi c^s In lorgi t:i5d ^ con la aproxl- 

macldr* tlv ^ d-^ pulrada^ 

liA-pr-^aa 1-. loneitud do ,^1^, '.tlil^ando la notacldn del maxlmo 

E3ckb...la Jorcitud-de ^, utllisa.,^^ notacldrv que Indlca 
la pre-jlsldn de la niedida j^ara mastrar el tamaflo de las 
dlvlslonea aobre la recta quo has dlbujado. 

il'iirre qu6 dos p-untos de la escala debe'esuar D ^1 la medlda, 
cfon m ^.proxlnacldn de ^ pulr., debe ser t| pulg, ? qu4 
distan:ia do l^j-" esta cada uno de esos puntoa? 
(u) La medida do i.n segnento ha r^esultado ser Este 

sog-onto delv do haber sldo 'medldo con la aproximacl<5n de 
" de pulgada. 

y 



(b) 



Kl eKtremo aol segraonta deb^ estar entre' ? 
El mdximo' error poslble en la medlci6n de este se^^Jto 



(d) 



Kxpresa -...st-a nlSnia .medida utllizando otra clase de 
notaoliSr;. 

(a) La fu'-^dlda de un se^iento ha resultado sor (2I ^ -l*-} ig. 
EJite aeernento debe de haber sldo medido eon la TpTOxlraacldn 
^ de pulgada. ' 



do 



. (b) El extreno delseeraento debe estar entre ? y 

Mc) El jnaxlmo error poslble er. la medlcidn de este se^il^o 

(d) Exprosa la rnedida en (a) de otra manera. 
'7. Wide ^1 largo de tu cuaderno y expresa la medida, utlliz-ando 
la Idea de maxlmo err^or poslble para Indlcar el tamaflo de las 

8. Mlde ^1 largo de tu cuaderno y expresa la medida utlliEando 
. la Idea de preelsidn de la medida para indlcar el tamafto de 
las divlslones de tu regla. 



/ 
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9» Miae las loRglcudfes de cada uno de los lados del trldngulo 
y escribe 3:u reapueata de doa maneras dlatlntaa. 





eatudlavio m^todoa para neair segmsntos de recta, reglonea 
planas cerradas y 'solldoa. Vearaos a^iora c<5ffiO ae ralden los dngulos, 

Recuerda que un jlngulo ss un con junto que consist,© en los - 
puntos d<? doa rayos que tlenen su extremo ' 
en oomum En el dibujo del angulQ, los 
rayos son ^ y AC. Estoa raS'os son los 
lados del angulb BAC y el punto A es 
3U v4rtice. Observa que el angulo ae llama 
"^ngulo BAC" o "^gulo CAB*' con el v^rtice 
siempre mejiclonado en segundo lugar, ' ^Por . 
qu4 debo aer A la letra del medio? Pode- 
mos llamarlo "^gulo A'^ si ecte nombre se 
reiri^Te a un solo angulo, Tambi^n designa- 
mos lo3 dngulos escrlblendo una letra min^a- 
cula o un nusioral on el interior del angulo. 
Junto al v^rtlce. 

lln angulo determina tres con Juntos de i>untoa en el piano t el 
conjunto de puntos del interior del dngulo, el conjunto d,e puntos 
del exterior del ^.gulo y el cortjpnto de puntos del Ingulo miamo. 
Un punto. P' estd en el interior- del ^gulo BAG si estd del mismo 
lado de la recta AB que el punto * C, y del miamo lado de la recta 
a5 qiie el punto . B. (Observa el angulo • BAG de m^s arriba. ) THo^q 
punto del piano que* no ea un punto del angulo y no eat^ en el in- 
terior, estd en el exterior uel &gulo. eEstd el punto R ^n el 
interior o en el exterior del &igulo BAC? el punto " P? 

Gomo sabes, para medir .cualquler cosa necesitas utilizar una 
unidad de la rcisraa naturaleza que la cosa que se^ trata de medir. 
Para medir. dngulos, se utillza un Angulo come unidad de medicidn. 
Entonees, se puede medir un drigulo dibujando rayos. que subdlvidan 
su interior de manera que los dngulos forraados sean exactamente 
iguales a la unidad *de ^bgulo (o dngulo urMadj, En la figura 
que sigire, el interior del dngulo BAG .esM fiubdivldido de iilanera 
que aparecen diigulos exactamente iguales a la unidad de imgulo que 
se muestra. Resulta qufe la "ainplltud" (o tamafto) del'' ^ BAC es 
7 veces mayor que la amplitud del ^bgulo unidad. 



1 




Calca en papel trar.aparente los inguioa que siguen, IncluBlve 
el dngulo unldad u. Hecorta la regl'<5n smgular deterralnaaa pof el 
&rigu.\o 'unidad y usala para subdlvldlr el interior de cada uno de 
, loa'inguloii (r) \. (i*). . * * "I 




i\ij£ ,,ivid:ia63 nomuii^iuas para medlv ur. aegmehto d^-' 

ha:,'. -.Ma ici ,G r.om.ai;:\iaa3 par,-. ;:,ecllr dr>fe:ulos« La que vamos a 
utlll.-.ar -all U.rr..:^n-it.:Acia por un conjunto de clento ochenta y i:;n 
ra:>oc tr'tvcusl^SG .icaiv ur. mlsino p«.Ti»o. Hsuos rayos determinan l80, 
^H*u3-,a ooi.^-ruC'r.t-n ioc- .^^alea, jonjuntaiuence con sua interlopes, 
romo.' ;ri n-!:Jplar.o',v rectii que detiemlna este semlplyno. Los 
ra>ud - .i' l'. :,u::;:r-,dOw vr. order, -rvciente dc 0 ^ .l8o,^rortnando 
uh.i A •tdix ruyo oorre:;ponclt- un nuniero> es declr, hjay un 

Tiurn:r<j pw- ^vto vr.j y -jn rayo pam-^'-ida nuftero de .0 a i8o. 

1-i rir-.r:: -i'.-: v^Jv;- r.o ae Questran todps los l6l i»a;y'os, pero 
d1 lo.: v ^. ..J Of!'. M^c^ndieiites ;i 0 y a las decenau sigulentea. ' 
•SJe :idup'..^ •..il.iui-^ra de estos l8o inguloa congru«'ntes como 
ur*id-d r.oW. ,!!.' --dlda do eate angulo ae llama Mr^ grado. 



J 



:L\rulo unldad^ en grados^ es U ^ 




Flgut'a V- 



I-uo^ :w ;.3'ir ur.u c'scala como eata para medlr un angulo. Coloca 
el .infrjlo aor-r.^j X^' ^scala con uno de aus lados coincident^ con el 
rayo ~aro -ac .'oro y el otro lado sotro rayo que , corresporida a 
un m:r.di'o rfonor que iSO. El vertice del angulo debe colocarse 
en 1:: ihtiozv-ioctldn de ioa rayoa. Entoncea, el nuraero que'corres- 
pondo a aqu^l rayo ea la tnedlda del ingulo, en grades, • ampll^ ,. 
tud o tamasip del dngulp se nuraero de grados. ^ 
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Kl atoolo para "gracio" es " ^ \ La notaclon de treinta y 
clnco grades se escribv "5'^*". 

EJerclclos 7-ob 
Caloa los angulos slguientes. Luego mlde cada uno de ellos, 
colocandolo sobre la escala de la flgura 7-6-a. 




(2) (3) (4) 



Kl limbo trrad'jado 

El m^todo que enpleaste en los ejerclcios anteriores es In- 
convenlente; por&eso se usa mas blen un Instrumento llamado limbo 
graduado ( transportador graduado o, simplemente, transport ador )> 
En este caso, se puede colocar la escala sobre el angulo en vez 
del angulo ijobre la escala. 

Mlra este dlbujo de un limbo graduado, Imaglnando que los 
rayos parten del punto V. Algunos segmentos. de esos rayos han 
sldo mareados en la parte curva del Instruments En la flgura 
se muestran dos rayos en Ifneas de puntos para dar una Idea de 
cdmo son. Esos rayos corresponden a nuineros de 0 a 180, de 
los cuales solo se han marcado los multiples de 10, Para medlr 
un angulo con el limbo graduado, coXoca el Instruraento sobre el 
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angulo de manera que el punto V este sobre el vertlce y que el 
rayo que corresponde a cero en el limbo graduado colnclda con uno 
de los lados del angulo. Luego observa el rayo del Instruraonto que 
coincide con el otro lado del euigulo. El ndmero que corresponde a 
este ultimo rayo es la medlda, en grados, del angulo, 

Encontraras que tu lirabo graduado tlene dos escalas (en la 
flgura se muestra solo una de ellas). Una escala parte de cero, 
a la derecha, y auraenta hasta l80 hacla la izqulerda. La otra 
parte de cero, a la izqulerda, y aumenta hasta 180 hacla la 
derecha. Cuando leas la medlda de un angulo, cercl<5rate de que 
lees en la mlsma escala cuyo cero esta sobre uno de los lados 
del angulo, 

EJerclclos 7 -6c 

1, En la flgura de la paglna 292 se rauestra un limbo graduado 
puesto sobre una flgura con varlos rayos trazados desde el 
punto A. Encventra la medlda, en grados, de cada uno de 
los angulos sigulentes: 

(g) iGM (j) I cm 

(h) I MAC 
(1) I DAE 



(a) / BAK 

(b) / BAG 

(c) I BAD 



(d) / BAH 

(e) /BAE 

(f ) / MAF 



(k) I KAF 
(1) I HAF 
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lltllinci un limbo craduado para raodlr los angulos que aparecen 
mas abajo. 31 las porclones de rayos dibujadas no son bastante 
largao coir.o p"ii\i parrrdtlr la Interseccidn de los lados de los 
angulos oon el fcorde graduado del Instrumento, coloca el borde 
do una hoja de p-^.pel a lo largo de los lados del angulo. 




intuja un rayo A3 do extreme A. Coloca tu llinbo graduado 
con ol punto V sobre A y el rayo del instnimento que 
corresponds a 0 sobre pS, Luego marca el punto Indlcado 
con 3-3 on la escala y llamalo C. Quita el instrumento y 



^1. Apller. -a r^iorodo deaordto on el probl^^ma ji pnra dibujar dngu- 
> lo3 .ue 1:^8 '.nplitudes slculentes: 

(a) L'O- (c) 6r (e) 130* 

(^') - (cl) yO^^ (f) 1790 

v. Ki; rit-urs qi;e slruo, los rayos AB y AC son opuestos 
ontre si, os deeir, ostan sobre una mlsma ?vCta, tienen un 
iKlsitio ox!,ivr.;o y s\; intorsocclon es el extremo A, 



B 



(a) 51 se coloca el limbo graduado de nianei»a que V este 
aobro A y el rayo coro de una escala esti sobre AB. 
iqi;6 nurr;e3?o corresponde en el Insti-umento al rayo que 
OGi,a scire AC'; 

(b) iKs CAB vin anguloV iVoV' que? 

Con3\;r:t;os do dntTV^los ' 

Sogi'r. sus medldas, los aiigulos se claslfican en conjuntos. 
i:n an£a;lo de 90 grades so llama " angulo recto" . 



Un anr-lo con a:r.plitud menor de 90 grades se llama angulo 

I'n angulo que mida mas de 90 y menos de 18O grades se 
llaiaa dngulo obtuso. 



Ejerclclos 7"6d 

U Sin recurrlr a nlnguna medlclon, di cuales de los angulos de 
la paclna 29^ son; 

(a) Anglos rectos (b)- Angulos agudos (c) Angulos obtusos 
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iTlems duda sobre a^gunos de los angulos del probleina 1? Si 
es asl, verlflca tu respuesta, utilizando un limbo graduado. 

(a) La medida en grades, de un angulo agudo es mayor que 

? y menor quo ? « 

(b) La medida, en grados, de un angulo obtuso es mayor que 

y menor que ? « 

(a) En la figura de la derecha, 
liOnibra todos los angulos 
obtusos que tienen el rayo 
AB por lado; luego todos 
los angulos agudos y por 
ultimo todos los angulos 
rectos con lado AE* 

(b) Nombra tocos los ingulos 
agudos, luego los obtusos 
y por ultimo los rectos, 
que tienen a AE por lado* 

(c) Nombra todos los ^gulos rectos, luego los obtusos y 
finalmente los agudos, que tienen por Tado AK, 

(a) Sin efectuar la raeuicidn, indica cudles de los 
siguientes angulos son agudos, rectos u obtusos» 
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(b) Mn efectiiar la snedlcldn, ostlma el numero 6e grados de 
amplitud on cada angulo* (Una buena manera de hacer esto 
OS comparar mentalmente el angulo con un angulo recto. ) 




(c) Mlde cada uno de los angulos del problema 5(b). ^Con que 
grado de aproxirr.acldn dlste las respuestas? 
6. Ifalla 30is represen-caclones materlales para nuestra Idea de 
juigulo— dos agxidos, dos rectos y dos obtusos. 

Roctas p'^rpendlculares 

EIn la fi^^ura adjunta se ha tra- 
2ado el rayo 0? desde el punto C 
de la recta AB, de manera que los 
dngulos BCD y DCA tengan la mls- 

ma medlda. I>'^c1iros que el rayo CD ^ ^ 

es perpendicular a la recta AB. ^ C . B 

SI se co^ocara un Umbo graduado 
con 3u punto V sobre C y su rayb cero sobre CB, el rayo del 
Instrunionto que cao sobre cJl correspondera al numero ? , Por 
conslguiento, la amplltud del angulo BCD, y tambl^n la del angulo 
DCA, es ? grados, y ambos son angulos ? . Podemos, pues, 
declr tambl^n que un rayo es perpendicular a una recta si el rayo 
y la recta se intersecan de manera que por lo menos uno de los 
Angulos que se forraen sea recto, 

SI dos rai^os foman un angulo recto, decimos que esos vayos 
son perpei^dloulares. iQu^ rayos en las figuras del problema 5, 
EJerciclos 7-'?d, te parecen perpendlculares? 
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LVDC r«^ci:i3 jr.-- se Int^rcectin son perpendiculares si Mm de 
loc viii^ulos dot^mlnaaos por las rectas es recto. Dos segmentos 
de -eeta son p'>rp6nd!cular^^s si las.roctas que los contlenen son 
perpendl ou 1 are c. . 

Kl slmbolo par-) "perpendicular" es " | 



B 



4 


i 


1 


. 




/w 



BA [_ BC. Recta i | recta m. 



egmento 
1^ 



segraento 



i'odcmos tar.bidn dccir que una recta «3S perpendicular a un 
rayo, ^ que un sogmento de recta es perpendicular a un rayo o a 
una recta* 





\ Recta i _L WT. Segraento W llnea n. 



Ejerelclos 

U iOuil de los dibujos slguientes roprosc^nta 
Roctas p«>rpondi;nilarcG? 

(b) H^ii'OG perpondloulares': 

(c) So^r.^ntos de rocta perpendio-ilares? 

(d) Una rocta perpendicular a un rayo? 

(e) Un, rayo porpondlcular a ur. segmento de recta? 
(r) I'n st><;:p:?nto do recia perpendicular a una recta? 




(2) 



(3) 



/ 




(5) 



(6) 
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Indlca cinco representaclones naterlales de pares de rayos, 
do roctas o de segwentos de recta, perpendlculares, 
Indlea clnco representaclones laaterlales de pares de rayos, 
de -eetas o de segmentos de recta que no sean perpendlculares. 
CI so Intorsecan, Indlca si los rayos forman angulos agudos 
u obtusos. 



7-7» Resumen 

1. Los tamafios do las colecclones de objetos separados pueden ser 
dotoralnados contando, pero los tamafios de las cantldades con- 
tlnuas se obtlenen mldlendo. 

2. La medlcion ea aproxlmada, no exacta. Cada vez que sea posl- 
ble. se debe Indlcar la precision o el raaxlmo error poslble 
de la medlcion. 
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El Glrr^tolo slcnli'ica "es aproxlmadnmtinte Igyal a"« 
Las laodicloi.oc ac laa cantidades geometrlcas contlnuas, 
longltud, antTulo, area y volumen, pueden ser imaginadas 
como procesos de "cubrlmiento*' con urildades de tamaAo dado. 
Cuando se rr.lden las cantidades geometrlcas contlnuas, la 
unldad a usar debe ser de la inisma nai ui^aleza que la can- 
tidad r.odlda, es dyclr, un segmento unldad para medlr 
3egr4ent0S j un angul'o unldad para medlr ^gulos . 
El taTiaiio de las unldades de raedlcidn es completamente arbi- 
ti«ario, pero er. 1:». practlca es esenclal tener unldades nor- 
mal Izrj das, aceptadas por gi^pos grandes de personas. 
o 

Una regla puede servlr como escala numerlca para medlr seg- 
montos, y ur, lir.bo graduado puede prestarse como escala nu- 
merlca para modlr angulos. 
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Ai-.KAC, VOLliMEnES, PKS03 Y TIEMPO 

8-1. reetr^nA^lo 

Oonsldoraremos ,uq';f la nas randllar de las curvas simples 
cerradas: el roctanr-;lo . Convencamos en quo un rectangulo es 
una Vli^vrx de euatro lados (en un piano) que tlene un angulo 
roc^o on o'\d-i ui,a de sus cuatro esqulnas. ^Tiene la pasta de 
tu llbro la fonna do un rectangulo? Halla clnco ejeraplos de 
roctantrvilos en tu sal6n de clase. Segun esta deflnlcidn, ^es 
el ouadradD un reotdi-igulov 

Hn las r.eo clones 5 y h del Capltulo ? has obtenldo lon- 
gitudes de curvas . Gorradas raldlendo los segmentos que foman esas 
curvas. I:as rsedldo x^arabldn reglones cerradas detemlnadas por 
tales ourvas. ?Q\;e Instruraento has usado para medlr las longi- 
tudes do los lados? que necesltas una nueva especle de 
unldad para ?:^^dir una region cerrada? 

La loi.t:iti;d total do una curva corrada se llama su perlroetro . 
Para u:. rootangulo, .Ssta es la dlstancla total que recorrerla una 
hoimlga quo partlera de una esqulna del rect^.gulo y camlnara a 
lo largo de los lados hasta que llegara nuevamente al punto de 
partld-i. 

EJoreJclos 8-la 

1. MIde los cuatro bordes de la portada de este llbro. Toina 
otros dos reotangulos mds y ralde los cuatro lados de cada 
uj:o de olios. 

2. Halla los perlr.otros de los tres rectangulos del problema 1. 
^. Eii rodo rectangulo hay dos pares de lados opuestos, es dee.'r, 

ladoij quo r.o so oncuentran en un vertlce. Para cada rec- 
tangulo del problema 1, escribe las longitudes de los pares 
do lados opuestc^, ^onsiderando estas longitudes, corapleta 
el siirulente enuncladoj 

Las longitudes de dos lados opuestos de. un rectangulo 
3on 
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^. 5upor;l;c vjuv^ aos lados do x;}; rectdnculo tionen 6 h 

pulcadciG, ir-^sp.'ctlvafnonte, a^mo se rauestra en la siguiente 

6 



4 PULtr. 



Utilisa el resultaJo del problema 3 para determinar las 
lont:.ltudes de los otros dos lados, Halla el perlmetro de 
ose ruotang-ulo. 

b. SI i;^ vr represent^4 los ntJmeros de unldades de longltud 
do dos lados de un rect^itjulo, icualos ?on los niimeros de 



♦ w 



4 

unldades de longltud de los otros lados? Redacta una pro- 
poslcltSn numerica que establezca como determinar las unldades 
del perfmetro si conoces ^ ^ w. 

Las longitudes de dos lados que se Intersecan, de un reotdngulo, 
se llaman frccuentemente el largo y el ancho del rectdngulo. Con 
raucha. frecuenoia, en la dlscusldn de las curvas cerradas, la dls- 
tancla total, medlda a lo largo de cllas, se liana longltud de la 
curva en lugar de perlmetro. Usareraos ese t^rmino en este sentldo, 

6, Un campo deportlvo escolar es rectangular y tlene "400 pies 
de largo y 200 pies de ancho* ^Cual es la longltud total 
de la cerca que rodea el carapo de Juego? Expresa la res- 
puesta en pies y en yardas. 
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9. 



10. 



1 1. 



12. 



coato Itx oeroa Jcl problemu 

earplr.toro v:i a jolooar u: a moldura para colgai* retratos, a 
lo lart:o (it. laa paivdea do una lialitaclon. Si la habitacldn 
tlouo pies de lai^^-o y .0 pies de ancho, ^que cantidad de 
moldura noooalta'. Expresa la respuesta en pulgadas, en pies 
y on yaraas. 

El carplntero del pj-oblema S va a poner tambl^n un zocalo 
alrodc-dor de la habltacion, peir-o observa que esta tiene 4^ 
pi;ertas de 3 jj^-s de ancho cada una. Puesto que no pondra 
sdcalo en las puertns, ^cudntos pies de zocalo neceslta? i(Para 
tu caloulo, ^necosltas conocer la ublacldn exacta de las 
p;;ort..ia\ ) 

Un ni;\o tlene 2^ pies de cerca de alambre con> que hacer 
un corral roctan£:iaar para su cone Jo mimado. Se pi»opone 
utllicar toda la cer, ^Puede hacer un corral de 12 pi4s de 
lanto per 12 pies ap ancho? ^Por que si o por que no? ^Podria 
hacer un corral de 8 pies do largo y 3 pies de ancho? ^Uno 
de o plea ao largo por i» pies de ancho? Sugiere clnco dlfe- 
rcni-es n.^-didas que podrlas dar al largo y al ancho del corral. 
(UtlliL-a solo n'Jrr.eros cardinales como largos y anC os. ) 
Una nliia ostd decorando su casa para una fiesta. Tiene 5 
aiesas i,-.;ales, cada una do 28 pulgadas de ancho y 42 pulgadas 
de largo, y desea pon«r una clnta de papel crepe alrededor de 
todas t?llas, ^Ouantas yardas de papel crepe neceslta? 
i:n decJile del do Julio debe seguir una ruta rectangular, 
cor.0 se Ir.uiea con las flechas, partlendo del punto S. Lt*s 
ouadrados represen.an manzanas de casas. *^ 
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En esta ciudad cada manzana tiene ^ de milla de lado. ^Cual 
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es la lor.git;ud total do la ruta dol clesril<j'> Expresa la 
rospuesta do dos r^axiurac por lo monon. 

Si los doccrados a lo lar^o de la ruta del dosrilo, on el 
problema 12, cuestan unos $Hr,0 por milla, ^cual fue, 
aproxlmadamente, el costo del decorado? 
En ol desfile del problema 12 dos personas se cansaron y 
escaparon, regresando al punto de partlda per la ruta mar- 
ca-d^ con llnea de trazos. La primera persona escape en el 
punto B y la segunda en el punto ^Qi^e (iistancias 

al;orx*aron estas personas? 

Un granjero ha encontrado que necesita 2kO pies de cerca 
para roderti^ su granja que tiene forma rectangular* Observa- 
que uno los lados tiene ^0 pies de longitud* ^Que 
longitudes tienen los otros lados? Sea x el numero de 
pies de ancho. Hedacta una proposicion numerlca que describa 
este problen:a. 

Has trabajado con una flgura como la que sigue^ en la que 
B> K y F non los puntos medios do los lados del tri- 
angulo* Sea a el numero de unldades de longitud del 



c 




segmento Copia la figura y marca.co^ una letra a 

todos los segraentos que tengan la misma longitud que W. 
Analogament0, sea b el n\lmero de unidades de longitud de 
;jr c el numero de unidades de longitud de pp* Marca 
los otros segmentos de medidas b 2, ^* Guando trabajaste 
con esta figura en ejercicios anteriores, encontraste las 
1 1 curvas singles cerradas que estan contenidas en la 
figura* Enumera cada una de las once curvas ^ y para cada 
una de ellas redacta una proposicion numerica que d4 el 

3 '} f 
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i;u;r.em do uKidriduij su porlmetro (su longitud total). 

{''ijcmos ?i.oi>a 2- atencldn sobre la regidn cerrada determlnada 
poi' ol iv^tanculo. Has aprondido antes que para medlrla se escoge 
la rot^ion ceiTada ds^teKtlnada.por alguna curva simple cerrada corao 
uriidad do ai-oa y luego se ve cuantas de esas unidades se necesltan 
para outrii* la rogidn cerrada que se trata de medlr, Este es un 
proeodiini.^nto laborloso e Impreciso. ^Por que no tenemos algiln 
insti»ur.onto tai. simple como la regla, que podamos poner sobre la 
rigura, para r.odlrla y leer directamente la respuesta? 

Eli tu anterior trabajo con las areas has tratado de emplear 
como unidad do area las reglones eerradas determinaclas por dife- 
rontos Clares do curvas simples eerradas. Vamos a escog<er ahora 
una unldaa de area dei'lnlda. Usualraen:fee se escoge una regldn 
cuadrada oorrada. A base de nuestra experiencia del problema 1,. 
. KJtirclclos- f :.te paroce una buena eleccidn? ^Por qui si o 
por que nov Adcmas tenemos que decldlr el tamaRo del cuadrado'' 
a utlllsar. Toriomos corao unidad de area la region cerrada 
Uoterclnada por uu ouadrado cuyo lado es una unidad de lor»gltud. 
Como hemos ><sado varias unidades de longltud, obtenemos otras 
tajitas uiildades de area. Si la^longltud se tnlde en pulgadas^ 
tenemos oomo unidad de area la region cerrada determlnada per 
el cuadrado siguiente: 

1 PUL6. 



I PUtG. 



I PULG. 

El area do est a region cerrada se llama una pulgada cuadrada y se 
reprosenta poi' el slrabolo "pig* cd. ". Describe y nombra otras 
tres u!Uaades ue .area relacionadas con dif ©rentes unidades de 
lon^^ltud. 

I 
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:3i ur. rujtdnKiulo tier.e • unldadoa dc largo y 3 de ancho 
03 ol:Ai\> qut.^ lu rc-ttior: i*eotang:ular oorrada puedG ser cublerta 
oxacta:no:it.«.- por -iniariuea cuadradas do area, como se muestra a 
continuaclon: 




La meuida de es'^a area es, entonces, por deflnlcion, el 
numero de talos reriones cuadradas cerradas. iCuantas hay? 
iEs I'dell obter.er su i.urnero contandolas? Si es asl, icomo? 

31 euentas observando que cada flla tiene sels cuadrados 
y que hay tres filas, obtlenes el n^imero A de unldades cua- 
dradas del area, eserlblendo: 

A = 5 X 6 




Si euentas dlclendo que hay tres cuadrados en cada colunma y que 
hay sels colurj^»as, obtlenes: , 

A = 6 X 5 
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iSon l^ualos las respuestasv SI es asi, ^que propledad de los 
niimoi-os tiaturales queda ojompliricada? iQue ventaja signirica, 
on este estudlo, el uso de una unidad de area cuadrada y con lados 
do una i;r;idad ae longitudv iQae sucederla si, para determlnar la 
unidad de area, se utilizara un cuadrado cuyo lado tuviese l-g- 
unldados de longltud': 

En la practlca ocurrcmas frecuenteraente que los lados tlenen 
por rxedldas nu:neros raoionaleo no c^rdinales. . Suponte per ejeraplo 
quo ol largo os 2^ pulgadas y ol ancho 1^ pulgadas. Podemos . 
suporponer racilr.ente 2 unidades de 1 pulgada cuadrada cada yna, 
pero quoda un corde sin cubrlr, como se indica en la zona sombreada 
de la i'lgura que slgue: 




. Para oubrir convenlentemente- este borde,, tomemos una unidad de una 

pulgada cuadrada (o varias, si es necesarlo) y corteraoala en 
^ cuadraditos pequenos, como se rauestva a ,contlnuaci6nj 




11x4 

4 4 4 4 
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So ha eo«-!or.ivic eut.:* dlvisloti partleiilar porquo las raedidas dadas 
pui'-i M I* 'ot.aij^^ulo "atari en cuartos do p\jli,:aaa» .-.Cuantas r'eglones 
cuadradcis poqv;--r.'ir. en \ana pul^-tadri cuadradaY ^Qwe parte de 
una puli^ud.-i c\iadi*iKU t>s cada rot^ioxi cuadrada corrada pequeRa? 
Los- cuadrados poqi.ei.oc pucdon uanrG*-* convenientemente para pubrir 
el bordt? que habla qxjedado llbro sn el rectaneulo, como se ve 
en la i'l(.',ura slt^ulonte: 




De heolio, si eox.tamos tambien lap dos pulgadas cuadradas origl- 
nalos, corao se ve en llneas de ti,izos, la region rectangular 
coRipleta qi;-? so trata de raedir queda cubierta por pequeRos cua- 
drados de ^ pulgada de lado. 

Ya henos estudlado algo sobre el area de una region cerrada. 
Recuerda quo una region- cerrada consiste en una curva simple 
cerrada jr su interior. Serla conveniente, en lo poslble, hablar 
del area del interior de una curva simple cerrada* Si el *exaraen 
de este punto llevara a cabo mas mlnuciosamente (lo que puede 
hacerse despues, ouando hayas adfquirido experiencia materaatlca), 
obtendrlamos que 

area del interior de una curva simple cerrada 

= area de la correspondiente region cerrada. 

EJercicios de clase 8>1a 
1. Hn la flcura anterior, en que se ve un rectangulo de 2^ 
pulgadas x 1^ pulgadas t El numero de cuadradQs pequeflos en 
cada fila es ? ; el numero de filas es ? ; el numero 
total de cuadrados pequenos es ? ; el area de cada cua- 
drado pequofio unldad es ? pulgadas cuadradas. Si area 
del rectangulo es, entonces, ? pulgadas cuadradas. 
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En ol prollcmrt anterior, j,era nocesarlo dibujar la figura 
para en.-iontrar ouvir.tos cuadrados habla en cada flla? para 
encontr&r \j1 nU;nei^ d-.- filas? Si no era necesario, icorao se 
podlan dotorrainar osos nuraeros?"*"" 

2. El larso y «l ancho de un roctangulo son ^ pulgadas y ^ 
pulfc^adas, respectlvanente. Para cubrir este rectangulo, ^que 
tajnauo de unidad cuadrada es mas conveniente? ^Gudntos 
ouadrados hay or. cada fila? ^Cuantas filas hay? iCual es 
'el numero de pul^radas cuadradas de su area? Dibuja una 
iltaira on qv.e se r.\;estron los euadrados pequeflos. 6Se 
neoesltaba dibujar la figura para encontrar el area? 

3. 'Utlll^ando el tnisrao metodo de antes, detemlna el area de un 

1 2 
roctangulo de pulgadas de, largo y 4^ pulgadas de ancho. 

(En osto c:\so puode convenirte mas recortar la .pulgada cua- 

drada en rot^lonos cerradas rectangulares que en regiones 

cwidradas. Puedes hacer dos divisiones verticales y trcs 

horlzontales, ) 




iPor que podrlan ocurrlrsete estas divisiones? ^Que parte de 
la pulgada ouadrada es cada region rectangular pequeria? 

EJercicios 8-1b 

1« A base de la experlencla que adquiriste al resolver los pro- 
blemas anteriores, sugiere verbelmente un metodo por el cual 
puedas determinar el numero de unidades cuadradas en el irea 
de un rectangulo, si conoces el numero de unidades de su largo 
y de su ancho; 

Z* Si i ^ w representan, respectivamente, los numeros de 
unidades llneales del largo y el ancho de un rectangulo, y 
A es el numero de unidades cuadradas de su area, enuncla una 
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proper.! oioi: qu.- dcas-^ribt.' la manora como se deter- 

r^ini A .i:*\r.ao a^^ eojiOucn * ^ w, Observa quo esto es 
.Iuat t»r;vTj.- l-i tinduooion on longuaje matematlco del metodo 
ostabl'>:lao v-n ol probloma 1. 

iCuantas pul4.:aa.-t3 curidradas hay en un pie cuadrado? ^Cuantos 
pios cuadrudos ha;, en una yarda cuadrada? Dlbuja figuras con 
<ivu^ il\ist-i-">r ti;s rospi;csta3. Hazlas do taraailo natural, en 
papol o en la pir.->rra. (Puedes pe^ar tamblen varlas hojas 
di- p->rlOviinos. ) 

ribi,;ja un euaarado do 3 pul^jadas de lado y un rectangulo 
cuyn are-i soa 5 pul^-adas cuadradas. ^Cual es- mas grande? 
•.Quo area tleno ol ouadrauov 

riluja don reotdntrulos dlforentes, cada uno de ellos oon un 
area do 1 p\:li;ada cuadrada. Haz uno de los rectangulos de 

pi;l.:nd^>s do larg;o y el otro de 4 pulgadas de largo. (Esto 
lluGtra o6:no puede verso un area de 1 pulgada cuadrada en 
vai'ias t'orr.as dii'orcntes. ) 

La alror.bra do una ^ala mide 9 pies per 12 pies, 

(a) Oalcula area, 

(b) Kxpr.>sa ol rosultado on yardas cuadradas. 

Kl oar^po do boisbol og un cuadrado de QO pies de lado. 
Calcula su area en pies cuadrados y en yardas cuadradas. 
HI oampo do sortbol os un cuadrado de 60 pies de lado. 
iSs est a area r.ayor o menor que la ml tad del area de un 
oampo d-.- belscolV (V. ol probloma T, ) 
roternilna cuantas yardas cuadradas hay en una rallla cua- 
drada. 

Dos rectangulos estan uno al lado del otro como se muestra en 
la rigura, de manera que forman un rectangulo mayor, con los 
nuneros de unldades de longlt^ud de los lados que se Indican. 
Halla las areas de ambos rectangulos pequeftos y del rectan- 
t'ulo i'rande or. unldades de area. 6Es el drea mayor la suma 
dc las areas Tionores? f:scrlbe una proposlcidn numerlca 
dotertnlnada por esta relaclqn entre las areas. (-Que pro- 
plodad de los numeros raclonales se llustra con esta propo- 
sic Ion numerlia? 
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Un rectdngulo tlene ,^ unldades de largo y 2 de anoho. Si 
otro rectdi:g'jlo es el doble do largo pero tlene el mismo ancho, 
ique relacidn liay entre las areas de los oos rect^rig-alos? mhu- 
, Ja una riAira para il\;strar tu respuesta. Haz lo mlsnio si el 
nuevo roctsngulo tlene la mlsma longitud que el original, pero 
un ancho do bio, 

iDoponde el rasonaniento del problema anterior de las medidas 
parUoulares y 2? Si no es asl, redacta una proposicidn 
que doscriba ol ofooto que sobre el area de oualquier rectangulo 
tieno ol dupllcar o bien el largo o bJen el ancho. 
31 un roctangulc tieno 5 unldades de largo y 2 de ancho, 
icomo jr.odirica su area, el dupllcar ambos, su largo y su ancho? 
Bibuja una figura que ilustre tu conoluslon. Si el razona- 
miento no depende de ese rectangulo particular, redacta una 
proposlcion que establezoa el efecto de la duplicacidn del 
largo y el ancho de un rectangulo sobre el area de este. 
En los rectangulos del problema 13, compara los dos perlmetros. 
Redacta una proposlcion que establezca el efepto que sobre el 
perlmotro do un rectangulo ciene el dupllcar tanto su largo 
como su ancsho. 

Un rectangulo tlene 313 pulgadas de Ipngitud y 2n pulgadas 
de ancho. Su area, segun el probl/sma 2, es 313 x 211 pulgadas 
cuadradas. (No hagas la multiplicacidn. ) Si un rectangulo es 
el doble de largo y el doble de ancho, su area es 626 x 422 " 
pulgadas cuadradas. Sin multiplicar, muestra que 

•:26 • 422 = 2^ .. 313 . 2i 1 

iOvje propiedad, o propledades, de los numeros racionales has 
utillzado? iOue dice la proposicidn sobre las areas de los 
dos rectangulos? ^Esta de acuerdo con la conclusidn a que 



l^s^, IViaonanuo .-k roiTiu "-indlOi^a como al resolver ol pj?oblema 14, 
dol<>ir.in:i ^-i .':'v.-rto quo nobiv •>! droa do un reotangulo tier.e 

tripli— nniito su laro:o cot.o su ancho. Dlbuja una figura 
oon quo iluslrir la conclusion, i^e efecto se produce sobre 
ol area de un rootdngulo cuando se dupllca el largo y se trl- 
pllrn -'l :>r:v'ho*: 

* Pre Ola Ion ^ error 

I'ii ol -.'stualo aiiterior supusimos que se conocen las medldas 
exactas do los lirgos y anohos do los rectangulos. Sabemos, sin 
embargo, vii.o on roalldad no se pueden efeccuar medldas exactas. 
SI hor;OS :nodido un rectangulo y obtenido las medldas aproximadas 
% P";l<;i:j is y ^ p-.lfndas, debomos usar el slmbolo de "aproxl- 
raadanente i.n.al*' y escrlblr ^ « 5ij-, w 2^ y, por conslgulente 

A = 

Oor.o A OS ol numero de pulgadas cuadradas, encontraraos 
que ol area api'oximada es d-^ pulgadas cuadradas. 

l-na ptnDpoal.^ion que se reflore a cantidades medldas deberla 
Indicar que estas son solo aproxl;aadas. 

EJerciGlos 8-1c 
Usa el signo para referlrte a numeros que representan 
medldas. 

1. Mido. el largo y el ancho del tablero de tu pupitre con la 
aproximaoion de media pulgada, 

(a) Oalcula el numero de pulgadas cuadradas en su area* 

(b) iQue perlmetro tiene? 

2. una parte de la plcarra tleno, aproximadamente , 5 pies de 
largo par 5^ de ancho. 

(a) Calcula su area. Ejqjresa la respuesta de tres maneras 

3'.'.'; 
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(d) uiilcuir. c'l perljr^er.ro y exprt<salo on ti'es formas dlferentes, 
Ur. .:a::ipo rect,ii.j^iaur v^std sltundo en la intarsecclon de dos 
oa:rdi;os poi>pvi;dlo\,liroD. Utili^ando cl contador de millas de 
un autonidvil obtuvlei^oij las sicuientes medidas aproxlmadas; 

dcj tnilla-d-.' lar,.:o y ^nilla de ancho. Galcula el 

area del cainpo y v>xpr>,^R-' ol i*.'Siar:ido por lo menos en dos 
unidauoa ul :\i-oi > cc-s . 




Go vr; a aer:l.ri<r groria en un prado que ^mide 8^^ pies por 5O 
plv3, y l?i3 lr.sr.r\;aciones do la caja de seinilles dicen que una 
libra lasti para :500 pies cuadrados. ^Cuantas libras de 
serdlla se noeesltan? 

plso do i.n .-^nrrg de bnj;o esta pavimentado con losetas que 
son rof^ipn^s cerradas de una pulgada cuadrada. Er piso con- 
tione ?,ii^O de dlchas losetas. ^Cual es el area del piso en 
yardas euadradas". 

El piso. dol doiTdtorlo. de un niho tiene forma rectangular, de 
lii pies de largo por 9 
pies de ancho. En unade 
sus esquinas hay un ar- 
mario de 5 pies de largo 
por 3 pies de ancho, como 
so ve on el piano de la 
derocha. iQue area tiene 
el piso (fuera del arma3;»iq)? 











3 PICS 


d PIES 




\t Pies 




t 



Kl pie.o ur. ::;:!vdr. dt- :'orn.;i roctanj^tulai" mlde $0 pies por 



l\5raii*^^o alg\;r.os a:.os, granjero ha cultivado un Jardln 
ivotca.gul'ar. Sale que la longitud de la cerca de alambre 

de {OO pie"^ y ha observado que neceslta cada aflo v.n 
saco do lOOllbras de fertiliaante para abonarlo. Una 
pi^lmrtv-^i-a decide agrandar su Jardln de raanera que sea el 
doblo do largo y el doble de ancho, Como la cerca antigua 
esta dororiorada, decide quitarla, Luego va a una tlenda 
y oo:r.pra 1,000 plf>s do cerca de alambre y dos sacos de 
:cft ilijtar.to de 100 libras cada uno. ^Es razonable esta 
oorr.pr:i? ^ror que si o por que no? 

Hjercicios de clase 8-lb 
3o ha enocntrado que las medidas de un rect^ngulo R son ^ 
pulgadas de largo por" 2^ pulgadas de ancho, de manera que 
^ ^ ii. w ^ 2^. .Dibuja un rectangulo con esas dimensiones 
y oalcula el area de su interior utilizando el resultado del 
probletna 2 de los EJerclcios 8- lb. Esta area se llamara 
area caloulada . 

(a) Si en el problema 1 se entiende que i *^ significa 
que se ha medido el largo con la aproximaclon de un 
cuarto de pulgada, entonces todo lo que sabemos es que 
ol niiniero de pulgadas del largo real estd comprendldo 
entre ? y ? 

(b) En forma analoga, el numero de pulgadas del ancho real 
esta entro ? y ? . 

(c) En la figura que has hecho para el anterior problems. 



1:0 p;->;;. •;:iy uv.:^ abertur:? 
ei. vl pico, frono se vo en la 
ri^ia'a, por doi.de llo^^a la 
er.calera. Halla u-l drfia real 
del piin.n d-a a-.svrin. Expresa 
ol resultado on dos formas 
distlr.tris* o'ri-T.e Ircportancia, 
para caculir el area del plso, 
nonocer donde esta colocada la 



tSCALtRA 3 PIES 



)0 pjes 



30 PIES 



20 PJES 
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(V) 
(■•) 



((i) lia;: 1j :.;l.::r;o p:.ra vl ancjho. Li;cpo dibuj:^ los roctangulos 
;!.axi::;;> y .tv.*' podrl^ii; deuGriblJ'o viorrc;Gt.ainonte 

::lv*.iJ:^f.v,-« , ^ >r-, w L«r', dondo £ ^ \f ropresen^an 

OJ'Cja v!or.pr«'j.dlaa i-^ 

i;"5pr.*r.onto la Ij.ox-yti- 
di|:r;M"« vri el ar.'a Jorroota, 
y c • la ha sar.creauo ul 
diaj:i'u::ia. Kl aiva verda- 

Ji-ra Gta conpr-ndida ontro las ai-vas do los rcctangulos 
rsaxlrr.o y ir.frJr.o, 

Kl are:; del ivotajigulo ralnlno del probl^^mct 2 os ? 
plr. od» 




M -iiva vivl r-iot-dngulo maxinio del problema 2' es ? 
pit", cd. 

la (Jli'viviu^la ji.ti'c el area calculada para R y la res- 
p',-r.r.a a la pr- cunta (a) es y plc« cd. 
La direror.cla ontro ol area calculada para R y la res- 
p^>'S^-a a la precunta (b) es ? pig. cd. 



Las. r-.-3p\;vstas a castas proguntas se pueden reunir en una tabla; 



Reutari^-vlo 



Keotangulo 
rr.edido 



Rectangulo 
indxlrao 





:4 pie. . 




3| pig. 


Largo 


pit:* 


'4 pie. 




2^ pig. 


Ancho 


^ pig. 

* 


^Pie. cd. 


621 


pig* cd^ 


Area 
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Tamblen, 



dliVroncla '>n Is pr,>'unta (c) droa crtltailada - nroa minima poplble. 



( 



OH 



^) pig. cd. 



dlforencla or. la pr^gunta (d) area maxima poslble - area calculada. 



i| pig. cd. 



( 



621 



- ^) pig. cd. 



entrc 



Entoncc'S, el drca verdadera de nuostro rectangulo P esta 

- od. y (B^^, ^) pig. cd. 

El area calcula^a para el rectangulo B, como se encontro en 
el probldma 1, es 3^^ 6 2^ x 34-. El area calculada de R 

puode aor nas t^rande er, ^ pip. cd. , o mas pequefta en || pig. 
cd. El maxlr.o error poslble para el area calculada de R es 

^ pig. cd. ?or Gonslgulente, serla correcto decir que el area 

verdadera estd encre - ||) pig. cd. y + ^) pig. cd. 

Observa quo los numoros entre parentesls estan de un lado y otro, 
"y a igual. distancla de 8^^. Se Uustra esta Idea sobre una 
recta numdrlca. 



El area real esta en este 
' Intervalo ' 



» 



Es correcto decir que el area 
esta en este intervalo 



Fodemos ahora indicar la precisi<5n .del area calculada 
(3^ X 2-|) pig. cd., escrlblendo 

Area verdadera « (8^i||) pig, cd. 
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Esto j.i;i;-i;lrlo:^ ■.ii,'- -a iivu ve^dcideru no direrenclarj^ de &^ 

pl^% .'Cl, j^jris cJ'i' ^ plkr» cd. 

En el prob„o:r.:i la ivspuesta qv.e se obtuvo pot multipllcaclon 
daba un diva expro£:>sda or. dleciseisavos do pulgada cuadrada. Esto 
sugerlrla que In rvsp\;'.-3ta 03 cori-octr cor. la aproximaoidn de un 
dleclselaavo do pulgada cuadrada. ^Ea esto cierto segun los re- 
sultadoij obicinldos on este probletna? #« 

Los ul times trt?3 problemas han llustrado un detalle Iraportante. 
Cuando un aroa se obtit^nc multiplicando la medlda aproxitnada del 
largo por la :r.valdn aproxinada del ancho, el erix>r posltle del area 
es mucho laayot- dv.- lo sug:erli»la la forma de la respuesta. En- 
tonces, CTJ'tr.do oscilb.inos area ^ pig. cd, , no queremos declr 

quo la pivoiaidr. a-.- osrr. modlUa es pig. cd. 

« 

EJerclclos 8-1d 
Calcula el area de cada uno de los roctangulos cuyas dimen- 
slones St? dan en soeulda; luego determlna la precision de tu res- 
puesta Indloala rr^ediaiite la notacidn del maxlmo error posible. 

• 1 1 

1. pulf., por pule. 

2. 1^ pnlr. por 'ir- pulg. 
^. 2^ pul£, por >| pulg, 

Kr; el anterior conjunto de ejorciclos has usado el pie, la 
pulgada, etc. , para encontrar perlmetros y areas de regiones cerra- 
das, Hai^anos ahora mediniones utilizando algunas de lag unidades ■ 
raetrlcas, Como rocuerdas, las unidades metricas para longitudes son 
•-> el raotro, el centime tro = (metros) y el nilllraetro « (metros)* 
Las unidades metricas correspondientes para medldas de ^reas son 
regiones c'erradas cuadradas cuyos lados raiden 1 metro, 1 centlraetro 
y 1 millmetro, respectlvamente» La figura que aparece a la iz- 
quierda de la paglna sigulente representa una regldn cuadrada 
cerrada de un con time tro de lado; la de la derecha representa una 
regldn cuadrada cerrada de un millmetro de lado ♦ 

- ERLC . .. 



Icm. 




I em. 



1mm. 

I mm. 



Area -- 1 ccnClmetro cuadr-ado 



Area = 1 milimetro cuadrado 



U 

w * 

5. 
4. 



EJerclclos 8> 1 e 
•.Cuar.tios mllliaetros cuadrados haj' en un centime tro cuadrac^o? 
iCuant^os centlnotros cuadrados hay en un metro cuadrado? 
oCuar.tos millnietros cuadrados hay en un metro cuadrado?, 
Dlbuja un cuadrado de 3 centimetres de lado. Dlbuja tamblen 
un rectanculo cuya area sea 3 centime tros cuadrados. ^Cual 
es r.as grande? 

Una alfombra -niide 2 metros por 3 motros. Calcula su perl • 
notro y su area. 

HI plso del dormltorlo de un ni::o es do forma rectangular y 
Hide n ::;ctros do lar^o por 3 metros de ancho... Hay un 
arrr.:.rlo de 1 metro de largo y, i metro de ancho en una do 
sus esqulnas. ^Cual es el area del piso (fuera del armarlo)? 



8-'.i, El prisma rectangular 

Nos referiremos a una Tlgura .je tlene la forma de una caja 
de tisas como un prls-.a rectangular . £o una de las figuras mas 
familiares, y encontraras muchos ejemplos de ella. Tu salon de 
clase es, seguramente, un ejemplo. Enumera tantos otros ejemplos 
de prisma rect-'^ngular como puedas. Volveremos a estudlar los ■ 
prismas y otras figuras en el resto del curso. Cuando caralnas 
por el plso del sal6n de clase te mueves en el Interior del 
prisma rectangular. del saldn, si ^ste tlene esa forma. Exa- 
mlncmos ese prisma, Observa que el prisma tlene elerto nxJmero 
fljo de lados pianos que se llaman sus caras. ^Cuantas caras 
tlene un prisma rectangular? ^Qud clase de f Igura es cada una 
de las caras? Observa que cada una de las caras esta en un piano 
dlstlnto. ?■ >ta q^ie para cada cara del prls.ma existe solq otra 



oaivt u'-^^- no Irt int'>rj>-ca. Ksus Jog caras so llaman' caras opuestas . 

- Las carao opnoctas <«3tar. pianos paralolos. ^Cuantos pares de 
oai'as opuvfutns }iay*. Souala los paros 'de caras opuestas de tii 
salon de ol-^S'^* ^Que puodus doclr do la oonf lguraci<5n de dos 
caras opuostas? ^Cono lo sabes? 

Has aprendido en el Capltulo 4 que dos pianos que se en- 
cuentran debcn Intersecarse en una recta, de manera que dos 
caras dv un prisma que no son opuestas deben Intersecarse en 
puntos quo ostan sobre una recta. Realmente se intersecan en 
los puntos do segr.ento de recta que, como recordar^s, se 
llarna 'irlsta . ^Cudntas arlstas hay en un prisma rectangular?"-' 
Sof.dlalas on tu salon de clase, Algunas de esas arlstas tlenen 
la misnia lor^^ltud. (iQu^ conjuntos de arlstas son Iguales? ^Por 
qu^?) '(Xidntas longitudes dlferentes puede haber entre las 
arlstasv Hay oo:.iv el prisma clertos pQntos en que.se Inter- 
secan tres caras o, lo que" es lo raismo, en que se lh.tersecan 
tres ariotas. Ksos puntos se llaman vertices del prisma. Cada 
uno de esos puntos os un vertlce. ^Cu&itos vertices hay? Seflala 
los vertices de tu salon de clase. 

Como pTObablemente has observado, las aristas paralelas ' 
tlenen la r.lsna longitud, por ejemplo, las que van del fondo 
a la parte superior, o las que van de un extremo al extremo 

. opuesto. Pueden cxlstlr pues, a lo mas, tres longitudes di- 
fereYitos. 

En la rit^v^ra que slgue se han marcado los n\5meros de unl- 
dades do las longitudes de tres arlstas. ^Cuantas unidades de 
longitud hay en cada una de las otras nueve arlstas? 
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^L_-. 
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Las lorif:lUidt.-s de la« arlstas en ti'es dlreccionos poslbles 
se llaman frecuontenionto lon^o (o lonijitud), anoho (o anchura), 
y ^^^o altura) del prisma. iQu4 se te ocurre acerca de los 
pares de caras opuostas? Como todas las caras son regiones roc- 
tangul.ares Gorradas, es fdcll detenninar todas sus areas. La 
suma do las areas de todas las caras se llama el area total del 
prisma rectangular. 

Bjerclclos 8 -2a 

1. Halla ol area total del prisma que acabaraos de estudlar. 

2, Un ama de casa posee un molde para pastoles que tlene la 
rorma" de un prisma rectaneular (sin tapa), EL molde tiene 
10 pulgadas de largo, 8 pulgadas de ancho y 2 pulgadas de 
profundldad. Para homear un pastel, ella forra el molde 
con papel encorado. iCudintas pulgadas cuadradas de papel 
enoorado necesita para forrar con exactitud el molde? 

3. Una pared de un saldn de clase tiene 30 pies por 10 pies. 
En esta pared hay una pizarra de 20 pies de largo y 5^ 
pies do ancho. Se va a pintar la pared, salvo la parte 
ocupada por la pizarra. Caicula el area, que se ha de pintar, 
Expresa la respuosta en pies cuadrados y en yardas cuadradas. 

4, Una incubadora tlene la forma de un prisma rectangular de 
'dO pulgadas de largo, 10 pulgadas de ancho y 15 pulgadas 
de alto. La tapa es de vidrio (sombreada en la flgura) 
mientras los lados y el fondo son de madera. iQu^ toa 
tiene la tapa? 







IS PULG. 


1 
1 

1 

















ZO PULG. 



6Qut1 divi tione el exterior la pnrte do madera de la caja? 
Kxpi'-'S'i iiuH rvspuestjiS en puli'iadas cuadradas y on pies cuadrado3. 
Un cjvsarto Uvne } plea de largo, I'c' pi».-D do ancho y 9 pies 
de Ito, 

(a) J.Ouantas losetus de asfalto de 12 pulgadas por 12 pul- 
tjauas se necesitraii para, cubrir el piso? 

(b) iCuantas losetas de 6 pul^^adas por 6 pulgadas se necsi- 
tarlan? 

lin el cuarto del problema S hay cinco ventanas en las parades, 
oada vna uv.- ellas de 5 pies de ancho y 6 de alto. ^Qu^ • 
syperrioio tier.en las paredes, aln contar las ventanas? "(Para 
dar tji respuesta, ^nocesitas saber el sltio preciso de las 
ve/itaiiasv) . 

Eri; el probleina v, icuantos ouartos de galdn de pintura se nece- 
sltvan pan pintar las parc^des si una plnta ciabre 66 pies 
cucidrndos*: 

Un baul tl-.^no 5 pies de largo, l8 pulgadas de ancho y 2 pies 
dealto, Todas las arlstas estan reforzadas con platinas de 
bronce. iQue oantidad de platina de bronce tiene? Expresa la 
\re3puesta on pul^iadas, en pies y en yardas. 

l^n jcubo es un prisma rectangular para el cual todas las arlstas 
s6n^ oongruontes y, en consecuencia, todas las caras son reglones 
ciia<3rn>>i;is oerradas* ^Cuantas pulgadas cuadradas de madera se 
ne^esit^an para hacer una caja cublca cuyas arlstas sean de 
1- pulj-ac:.'!s? iCuantos pies cuadrados se necesitaran? 
Sean w ^ h los numei»os de unidades de longitud del largo, 
ancho y alto de un prisma rectangular. Redacta una proposicidn 
numerica quo exprese c6mo enoontrar el nuraero, S, de unidades 
cuadradas del ^rea total. 

Si w ^ h tienen el mismo significado que en el problema 
10, formula una proposicidn num^rlca que exprese como se obtiene 
el numero total, E, de unidades de longitud de todas las arlstas. 
Un industrial fabrica cajas para berramlentas (con tapa) que * 
midon 2^ pies de largo, 1 pie de ancho y 6 pulgadas de alto. 
Tiene $0 de esas cajas y quiere bamizar su s-uperficie ex- 
terlar, con excepcion de los fondos. Si una pinta de bamiz 
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e\a ro uL-^ ^r^-tridx. roataiipular Ct>i'r:id:i de 9 pies por 8 pies, 
ibuatarai; dos cuartoa de galon de huTniz para fcarnizar las 



a ten:dno solldo reotanp:v;lar se refiere al conjunto de puntos 
^ qu.^ consiste on ur. prisma rectaiigular ^ su interior. Queremos 
hallar ol volurT^oi; de oste sdlido recta:ngular. Nos referireinos a 
oste voluinen como el volumen del prisma. En la Seccldn 7-3. has 
visto la rr.v'dieldn de volumenes tomaiido una unidad de volumen con- 
venler.to y vierdo euantas de estaS unldades se necesitan para 
lltifr;ar t-l solido. La nedicidn de voliamenes por este procedi- 
miento, nunque „se vo nuy bien el metodo de medicidn, p^resenta 
> serlas dirioia tades praeticas. Imagina que se trata de medlr 
el volumor. de tu saloi; de clase. Es evidente .la Gonveniencia 
dc er.oontrar ur. nietodo para hallar el voluraen de un prisma rec- 
tarn-ular haci.ir.do opcraciones con su largo, ancho y alto/ como 
lo {:emos iiecho para ol cilculo del area de un rectangulo, en el 
que utlllnafcar.os 01 largo y el ancho del mlsmo. En primer lugar, 
sin ombar^ro, debenos pcnemos de acuerdo sobre la unidad de 
voluir^n, que habitr.almento se escoge como un sdlido c^Sbico. Un 
cubo es un prisma rectangular cuyas aristas todas son congruentes;^ 
iHabrlas h.ocho la rxisraa eleccidn, o habrlas escogido algun otro? 
oQue tanario recomendarias para este cubo? ^>Por que? 

Habltualmento se escoge un sdlido cubico, cada una de cuyas 
aristas tleno la lor-itud de^ la unidad. En este caso, ^que 
podetrios decir sobre el tamauo de las caras? La relaci6n\que hay 
entree las unidades de volumen, area y longitud es lo que nos 
faclllta calcular los volilraenes. Si medimos las longitudes en 
pulgadas, entonces la unidad de volumen sera un sdlido cubico, 
cada una de cuyas aristas mide 1 pulgada. . El volumen de este 
sdlido se llama pulgada c^blca. 
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Oor.v,> i ij --] iv^t.du^-ulo Kublab-ujuos dol area do" su in- 

««cl:ihf;\;l.;j>, Iv-.l ■ ;r.ii3i5so voluj:.oii o,ue ol del coiTespondlente 

MJerolulos do claso 8-2 
; -ouoi'l.:; i;orr.Lrii pop lo moiios tres unldades de sfoluin-fTi* 
. 'i'otna alr-hoa Lloqu-js ciJibloos p>^quenos, de un mismo tarnafio, ,e ^ 
l:."at*lna quo sua cristas tleneri una unldad de longltud. Junta- 
aoa l\cco pv-V; ror-ar un sdlido roctancular de if unidades por 
5 ia.la-iaos poi' L unidadcs. iCuaiitos bloques necesltas? 

Ltilin;; -.iciM-a cubicos pequouos para oonstruir un solldo 
d-' 5 \;nidad;is por 2 unldades por 2 unidades. 
(l) v:oi.^t:rr..vo t;n sdlido reatant^ular cuyo largo sea el doble 
d-.-l larco aol anterior, pero cuyo ancho y cuyo alto sean 
103 ;:.Ia:.iOi> (• por 'd por 2), 
(o) aoi.ir.ii,:.^,. V.J. s6lldo rexjtangular cuyo ancho sea el doble 
v-jvl or-i^-inal, poro cuyas otras medldas sean las irdsmas 
( *^ por por h'). 
(d) Co{:utri;:.o ur. sdlido rectangular cuyo alto sea el -'doble 
u 'l oi>l>;;li.iLl, poi'o cuyas otras ijiedidas soan las mismas 
(5 por 2 por -t), 
(o) Oor.para el :rJ::ioro de tloques on (b), (c) y (d) con 

-^1 r.\.!r.ei>c (a)» 
iiodMcta \;r» t^ni;j;olado que doscrlba el ofecto que .sobre el volu- 
:r.-«r. d-- prisma roctancular tieno el dupllcar una de sus 

»« < 'I *> o 

(a) eor:stii:y-.» un sdlido rectangular de 6 unidades por 4 
ur.ldades por 2 unidades. Observa que en este caso tanto 
el largo ootno ol ancho del prisma tlenen una longltud que 
•.^s -.1 aoilc del iargo y ancho del prisma del probleina 3(a)* 

(b) .'.Oi.-'l es la rasdn del nuir.ero de bloques del nuevo sdlido 
*il nuiuei'o do bloques del original (probleina 3(a))? 

(c) iObtondrias la misma rasdn si dupllcaras otro par dlfe- 
. rente de rcedldas? 

FCscrlbu- un enunolado que di cuenta del efecto que sobre el 
volumon de un priam reatangular tlene el -dupllcar dos de sus 



8. 



9. 



(a) tnjpli-^i las c:i::.oMGioju;G de cada arista del stSlldo del 
pi^oLlor.'i y construyo un sdlldo roctarigular (6 

i5nid5idcs^>r K unldades x k unldades), 

(^) iCudl OS la ras^n del nitmoro de bloques ds i^ste S(5lldo 
al riunioro do bloques del- sdlido original? 

Kodactr-i lin enunclado quo d6 cuenta del efeoto que sobre el 

volumen do un prisma rectangular produce' el dupllcar todas 

las at-istas. 

PhOBLEMA DIPICIL. So han soldado dos placas metlllcas for- 
:nanUo ingulos rectos, cottio se muestra en esta figura: 




Una l.oiTiit.:a qu-.? parte del punto A qulere llegar al terr<5n 
dc acUcar colocado on S. iOsa4 camlno debe segulr para re- 
corrt^iT la dlstancla ra^s corta? 

VolurA?r. dA> u n prlsna rectangular 




Puesto que sabemos c6mo hallar el ^ea de cualquler cara, 
linaglnemos xjue ya hemos encontrado el ^ea de la cara sobre la 
que descansa el sdlldo, Suponte que el area de esta cara del 



fonao (lla:na(la rrecuer.tvn;-,>nt;o la Lvuse) es de 12 unldades cuadradas. 
Si la. baav oonsiate eri 11: rt^^iiones cuadradas cc-rradas unltarlas, 
coloquor:;os un sdlido cubico unitario 3obiv cada una de esas regiones* 
Hsos a^lldoc i;r.ltarioo roi-maii una eapa do l unidad do espesor, 
sobi'tt -.-l rondo del solido, Como ha^' ... eubos en osa capa, el 
volu::icn do .5sca os de 1L' ♦ unidados cilblcas. Has vlsto ejeraplos de ' 
estas oapar. en los problomas de la ultima seccldn, Corao la supfer- 
rioio superior- a.- la eapa os id^ntloa a la del fondo, podomos colo-r 
car sobre v-lla una se^T.^nda capa dr> v> cubos, v as! sucesivamente. 
Si la altura dol pi^isna i\;era do 5 unidades, podria llenars-^ 
exactj^raento oor. .5 oapas, y ol nifeoro V do unidades de "voluraen 
so obcondrfa, v^nr.oj;co3, asl: 

V 5 X ^ 3o 
Tor lo taiito, ol volurr.an es do '% unidados cUblcas. 

Si la ni^'didi do la altura os un numero raclonal no cardinal, 
tal oor::o L:-rr unidados, entonces no podra llenarse completaraente 
con dos oapas do cr^bos, poro tres capas seran demasiado. En 
efccto, si riort.!unos horisontalmente la tercera capa, sdlo necesi- 
tamos usar el tercJo proximo a la base, cuyo volumen es de (^)(12) 
unidados cubicas, y el volumon del prisma es de 2( 1 2) + (-j) ( 12) 
unidades cubicas, o de (2j)(l2) unidades cilbicas, o de 28 uni- 
dades cubicas, 

Hemos supuosto quo la base estaba hecha exactamente con uni- 
dades entoras. ^v^u^ harias si la base estuviera partida en frag- 
mentos do unidad, como ocurriria si fuera de 8 unidades por 1^ 
unidados V ^Llegas a la misma conclusion sobre el volumen? ^Por 
que? 

I EJercicios 8-Sb 

1,. Halla el volunen del interior de un arraario de 8^ pies de 
■ alto, si el piso tiene 10 pies cuadrados. 

2. La base- de la qaja de arena con que Juega un niffo es una 
regidn rectangiilar corrada y su ^rea es de 2^ pies cuadrados^ 

Si la caja tione 10 pulgaUas de profundidad, calcula su volumen, 

3. Redaota un envjnciado que explique como se halla el ntamero de 
unidades ciibi^as en un prisma rectangular si se conoce el nUmero 
de unidades qMadradas de la base y el numero de unidades de la 



ilv v|u.' pi-o:\nala :':j u;-l>.;T.la sor la ca.Ja tiu arena del probloraa 

'-ii ho:r;iiv- oonuM«,y « ur.a ouja uo maaora destlnacla a contener 

0 pl-.'o VvUlC'OG U . -avr.a. Fara quo quepa en ciorto espacio, 
l-i r 1-3 pi,.;! u...' laVgo. iCuantos plos cuadrados 

(!•• arv>:\ vV/r- r.r,s.-.-r en ..-1 oxtrorr.o la caja? Formula una pro- 
poal.!j. ':. :.u::.or^ca !ue dcscrlba este problt^ma. Expresa tambMn 
la r -np:,- .?ca -^1 pi-oMenia -'n puli-adas cuadradas y en yardas 
ounciradnr.. 

Los r •i:l-.:::or.tos sanitarlos do elorto dlstrito escolar dlcen 
q'>- los' calor.'^o t.>3colaros dobon contener SO^pies cu'blcos de 
airv pvor nir.o. SI un saldn tlene un jirea de l60 pies oua- 
di-adau -li -1 piso y su altura gs de 10 pies, ^P^Jeden los 
diivc-.oroG do la oacuola instalar logalmente 30 nijios en el 
. saldiiV iCudl v^s ol numero mayor de nirios que puedr legal- 
mento asii-tnarse a ose salon? 
7* Unn caja rectanrul-.r tleno h unidades de alto y una base 
do ur.luaaoi:. oiiadradas. Formula una proposiclon num^rlca 
iu^> r.uv-cr.r- eir:.o oLtener el nu:r.ero V de unidades cublcas 
vol\;mer; do au ir.terior si Sv conocen los numeros h 2. 
B. Oij -rva -iu-,. esta es Justamonto una proposiclon matematica 
pax'a -.'l '.'nunel-^do su'-^ has rodactado en el problema 3, 

Obaorva ol do^arrollo del i5ltimo problema. " ^Neoesltas conocer 
exactamor.to la roi-r.a de la base? ^Qu^ debes saber para encontrar 
el volumor. d-.- un pj'ismn rentonc^ilcir? Guando considercs otros pris- 
mas y los cllindrois, usaras nuevamente este procediraiento de en- 
oontrar ol volum-y de un prisma a partir del ^rea de la base y de 
la altura sin ne/esidad do conocer exactamente la forma de la 
base. 

Si coiioct^mos todas las aristas de un prisma rectangular, 
sabemos edr.o aalcvaar ol drea de la base, y entoncos podemos ob- 
tener i'aeilmente el volumen. 




3-^ 



> 



En uii prisma rectangular de H uhldades por 5 unldades por 
Z unldados, podrfaaos pensar probablemente que la base es la cara 
mis grande. El area de esta cara- os k x i unldades ouadradaa, 
entonces ol volumt'ii, p^r el prlnclpio aplicado en el problema 4 
anterior, sorla 2 x (4 x 5) unldades cublcas. Observa que el 
producto X 3 dentro dol parentesis es el numero de unida4es 
cuadradas dol area de la base. SI colocamos el prisma sobre una 
de sus cai^as lateral es (o glramos la cabeza foimando un ^gulo 
recto), Ima^^lnajtnos que la base es otra cara. 
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-Encohtranos quo cl drea de ls^a.Be es 2x3 unldades cuadradas 
y el volumen del sdlido esr"k x (2 x 3) unldades ciSbloas. ^lo- • 
cando el prisma sobre su tercera cara, encontramos que ^l*voluinen 
es 3 X (s X i|) unldades ci^blcas. Qomo se trata del mlsmo s<5liao 
en posiclonos dlferentes, parece que deberia ser 

■ 2 X (4 X 3) X (2 X 3) « 3 X (2 X 4) 
iEs «B.to clerto? SI no lo es, ^en qu^ hemos errado? SI es clerto. 



* 

4qu^ proplt^did, o propl-dndes, do los ni^meros facionales se iluatra 
aslv 

KJorclclos 

,1. 1£1 rotido la raveta do un oscrltorio queda oublerto exacta- 
mcinco por hojas de papel de carta. (El papel de carta 
tUiiiO >V pulgadas x 1 1 pulcadas. ) SI la gaveta tlene 4 
pulgadas do profundldad, halla si^ voluraen. SI el fondo y 
lo3 lidos do osa esveta doben cubrlrse exactamente con papel 
Gnoorado, ^cu^ntas pulgadas cimdradas de ese papel se nece- 
altardnv 

2« Una sotiora tlene al£:unas marxtas para guardar, Calcula que, 
3l las plle£-a, necoslta 10 pies cublcos de espacio. ^Puede ' 
euardai'las en un baul do 3 pies de largo, l8 pulgadas de 
ancho y 2 pies do alto? SI el ba\5l tuvlera la inlsma longl- 
tud .\ altura, pero tuvlera 20 pulgadas de ancho, ^podrla 
cuaniar las mantas? 

3. Rodacta una proposicl($n que cxprese la manera de obtener el 
numoro de unldades cublcas de volumen del interior de un 
sdlido rectar^ular cuando se conoce el numero de unldades de 
Gu lar^:©, ancJiO y alto. 

4, SI ^, w ^ h ropresentan las unldades do longltud del 
largio, aiicho y alto de un prisme. rectangular, formula una 
proposlcldn numerlca que indlque la manera ^ calcular el 

: nuraero V de unldades c\Sblcas de volumen del interior del 
solldo, 

r.>. iCuantas pul^tadas cubicas hay en un pie ciibico? ^Cu^tos 
pies eubloos hay en una yarda ciJbica? Indica c<$mo llegas a 
• estas conclusiones, t 

(a) Bado un cubo de 3 pulgadas (es decir, un cjdbo cuyas 
ai'latas miden, cada una. 3 pulgadaa), icu^3j es eu volumen? 

(b) ^Ks este volumen mayor o menor que 3 pulgaaas ciSblcas? 
Ten culdado de no confundlr el Volumen de u}i cubo de 3 
pulgadas con un volumen cuya medida es 3 pulgadas cdbicas* 

(c) Si i Gs el ni5mero de pulgadas de longltud de una arista 
do un cubo, ^es slempre clerto que el volumen de un cubo 
de i pulgadas es mayor que i pulgadas cUbicas? 
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tut4t::t 1 piil.tnvs-i uiilioa (io volujutiiV Unz un rcodulo <it? papel pnra 
o3t.-.' pi'i.im.'t a • llustrar otrn i'orma poslblo do un volumen ^ 

d« I pulraua Gubica* 

Kl volunv.'i; d-^-l ii.twi'lor do un prisma rectan^sular do 59 pulgadas 
d-- l:uro, ^: pat'-Kias do ancho y ii5 pulcndas de alto, ^estd 
dado por ( Ji * 5r • pulgadns cubicas? (No multlpllques, ) 
K3ci'lb>> v,ji:i •'>:pivsi6r4 oomo la antorloi' para un prisma rectan- 
culnr ouv.id :::v.'aIar.G sean exactamonte el doble de las del primer 
pi'la:;::.. F.-^otorinn ?5ta oxpr-nidn^ si se r^^lte algun factor, 
ocorli ,lo .'oj; ur. -xpononto. ^Gudntas vecos raenor es el prlraer 
vol-.,:vi. t;.-.- -..-l .-.orundoV 

ivi::onrti;uo ooruo uii el piKJbltima «, indlca cual sera el efecto 
av.-Lrv ..-l volii:r.i-.r. do un prisma roctangular si siS trlplican todas 
r.utt {:..>vsia ij. iCudl sera ol efecto si dos se duplican y una se 
tripli.-iv 

Lor. voli';-.eiv«.^ ot.i->>.ldoo aqui por raultiplicacldn serlan precisos si 
iSic rnodlu-c. uol l avo, ancho y alto l^ioran exactas. Gomo estas' 
ia--dldna .;v>n 3lon;prv -iproxJinndas, doberiamos utilisar el si^no «• 
de '•apr«o>:i:n'.d'irr.;into it',ual a" para escriblr los enunciados que con- 
toncan lajuidas, lii los problemas que siguen \J3a este signo cuando 
soa apiVDpi.'uio. 

.10. Un bO^oquo de piodra cuya forma es la de un 5(511do rectangular 
taon.v un vol;irr.-^n de 2^ yardas cublcas, Pesa alrededor de 6OO 
libras por pie eubico. / ^Cudl es su peso total? 

lU Vna o:isa de apartamontos tiene la forma de un prisma rectangular 
de mo pies d'- la'rco, 50 pies de ancho y 3O pies de alto. 
iCuati?;os pies c\3bicos de espaclo interior (sin oonsiderar el 
espeaor d" In?; parodes) tlene el edlflclo? Expresa el volumen 
tainblt?n en yardas cublcas. 

12, Un ventllador el^ctrlco rauev^ 5,375 plea "ciiblcos de aire por 
Kilni.to. iCudnto tiempo neco^itard para carablar el aire de una 
habitacion de 27 pios por /2i pies 'por 10. plea? 

J "5. Iwoglna un edlficio que tl/ne la forma de un cubo de ^ mllla 
de lado, .( sC<5mo se coHipa;^a mllla con la longitud de un 
canipo de nitbol'?) §i 1^* cente del odificio insiste en tener 



--si - .J- -ap,-. -V- p p-1'.-.i..i.i!, ;.>-*!;*iiKo;.i p.>t':-.tm0S 

t sc) ■ -J : pi l.ii-ro .V 0 p3.>r. 'iiu'lio, llji oarro do,-, 

:<lt - n -.r, jJuoo .V- mi-...-.; o'iuJcus de ai'vnzi, las \lescai»ga 



U ulxclu M ). Ill KupcjM'ielo Uo la' arona. 



« I, .! r-n ' . jT'- .jo corr-' p--rt>-r.' 'i'-nu- al tosoro de an 
pi:---. .\-';- ol.c>t>:t 11 i.o u>.- oro - i.'jtdsj. la I'orma dt- ur\ 

prl.;::;- I j..- :: pi -s .'dr. • paradrts dv larco, lb 

J* ! - ; • •: •;. 1 pi > d - proi''Uiaidad. Toiil.-ndo en 

' ^« v:;^•^oy r.;-, .lucktu untru- Ics plexas do * 

-i'->, po.C '.oo .r. poti-r' que Ht! pi>- ciibico d'i oro posa » 00 
il - •.: ocii*!';:. rij;.to" i.oiuln-a c^iear c-l oorro do la fxrua- 



•••■r. •. -^-brv pudi-.M'a lvn'.',aitar hasta 400 llbras? 




I PULG> 



r - u:.: :ux'i'a a..- hi :i«ro ijii^ t r-nt^a una seculdn trans- 

iv.ui ,\.. j-,ii'-v.;c u ■ 1 pulrad'. l--»do. 

■ i-^ sd.Iur.Uo.. 31 se- 

ta,; pi • :-.'tluo. dv lilerro on 

. foi\:.-., qj.v lor^j-Jtud i-v3\atarla 

1- •■•>:'r- v H.\p- la 2K-spu->sta en piil- 
>:-f^!ai^., u pi--;-; -.^n yruxJas, 

.'i ^ih . diri.iio nu'i-.-i ur. Gubo d.i una mllla, os deelr un cube 

vi'ipt:- r.!.:! >r:i una rrdlla, ^habria en ^1 espaeio suficlente 
P-vD too-v la pohiacidn do los Estados Unldos (alredodor de 
: • ,Ouo,noo do habitantos)? . ;,Kabrla espacio para la pobladldn 
<i« Ohlni. (apTOxlnadament^j ^^00,000,000 de habltantes)? ^Cabrlan 
lac poblrioiono.n d«> los Uoa palses a la vez? (Gor.sJdera 10 
.vai*d;iU uMabicas por persona. ) 

Al ol larro, -'"^l ancho ol alto de wn prisma rectangular 

.•••^ .i.c'or.trai'on lO^y pult^adas, ..| puleadas y pwlijadas, res- 
p ^'^:lvar:-.'nt". dalGula ol volunon dc su Interior utlllzando 
••pr.a.-^ r.*H:iid?s, 

31 so sabe quo las medldac del probloma 18 tlenen una pre- 
claldi: do ^ puli>;ada (es doolr, la aproximaoldn de media 



»^ (a) iil laivo verdaa^ro v-atd ontro ? pulg. y ? pule, 
(b) hi cinci.o vordauoro oQta otitre ? pulg« y ? pulg» 
. (c) !S1 alto vordadero ostii ontru v pulp:., 7 ? pulg* 
"20. (a) El pi'isina roctanisiilar mds pequeiio que podrla tener laa 
itk?dlclu£} dul probloma l8 5t?rla de ? pulg. por ? 
piilt% por ? pulp, 
(b) lil prisma. I'ectant^ular mds grande que podria tener las me- 
dldas dol probloma lb soTla de ? pulg, por ? pulg 
P°^* puis. 

111 voluriion del priaina mas . poquetlo es »' 
(d) lil volurr.or4 dol prlsma'-^mds grande es ? . 



(o) La diroi>n;Gla entr-e el\olumen mds pequeilo posible y la 
respuesta del problema I^B es ? , 



(r) L^i dli'eiviicla exitre el A«)lumen mas grande posible y la 

rospuesta del problema I'b es ? . 
(e) HI radximo error posible en la respuesta'al problema 18' 

. OS, ontoncos, ? « 
(h) r.odaota la respuesta al problema 18 en la forma slgulente 

El volunon es •+ pulgadas ciabloas. 

respuesta mdximo error 
al proble- posible 
ma l8 

Los problvmas 1?^, 19 y ^0 muestran, como en el ease de las 
drcAS, quo el error posible on un volumen obtenido raultipllcando 
medldas uproximada^s centi'alT'iente mucho mayor que el sugerldo per 
la fonaa do la respuesta. Debemos recordar que cuando escrlbimos 
la rospuosta al probloma lS como 185^ pulgadas cubi'cas, no quere* 
mos declr que esta cifra es correcta con la aproximacidn de un 
cuarto de pulp:ada c\Sblca. En realldad, el eraser puede ser de casl 
28 pulgadas Qt^blcas , 

Frobablemente la flgtira mds single no plana es el prisma rec- 
tangular* Poi* supuGsto, rads tarde hallaremos voliSmenes de otroe 
solldos detiiminados por figuras, tales como otros prismas, conos, 
dllndros, esf ei»as, etc. , pero serfa perder mucfco. tlen^o el tratar 
de estudiar por separado esta^ flguras* Fi^eouentemente, desde , 
luego, podemos obtener los resultados sumando o restando voliSmenes 



que -ya conocornos, . I'or ejemplo, suponto que en un rlnc(5n de una 
habltaol<5n d..- ' r plea do lai'co, li: plos do ancho y B pies de 
'\ alto, ac conati-u.vo un amario. El armarlo llega hasta el teaho 
y tloiu; una base d;:- 5 plos por .5 pies, do manora que el piano 
• dol plso si? corr.o en la slgulonte rigura: 
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606r.o c^ilc'das ol volumon del espacio restante de la habltacidn? * 
iCual OS ese voliJir.on? 

Supont-, sin embargo, que tenemos un sdlldo tosco, que no 
paro.-ca rorr:;ado do prismas re ctangu lares. Por eJena)lo, sup6n que 
has to:r.aao del bordo del caraino una pledra de forma muy irregular, 
y quloros conoGor su voluraen, Trata de inventar uno o mds ra^ to- 
dos para doterminar oste volumen. 

EJercicios 8 -2d 

1. Mide ol volumen de una pledra u..otro objeto irregular por un 

r.(5t.odo qi:o hayas invontado. \ 
ii, Ei piano del piso de una habltacidn es asl; 



iCuantos pies cuadrados de tela para alfombra se necesltarlan 
para cubrir el plso de pared a pared? iCual es el volumen del 
interior de la habltacidn, si esta tlene 9 pies de alto? 
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jj. Una d^'ap^^r.s:i, or,yo plso os do 'i pics por pies, tiene 0 pies 

clu« alto, Coritien-' una nevera 2 pies por 3 pies por . 7 pies. 

iCudnl-os pios oubicos de ospaclo quodan libres'? Expresa tamblen 
la ri^apuesta V:n yai'das cublcas. 

En lo3 ojvrclclos procodentes has calculado dreas totales en 
yardas cuudradas, pies cuadrados y pulgadas cuadyadas. Has calcu- 

,M^?-^_lVlS^C-9„Yol^J^^^^ expresados on yardas GubiGasj _^Bles pjlbloos y 

pxiltjadas cuVlcas* Algiinas de las unldaaes metrloas para raedlr 
volumenoG son el metro cutlco (m.^), el oentlmetro cijbico (cm.^) 
y el millniotro cublco (m. -^). Las flguras slEulentes representan 
el contlni'-tro y ol inillrr.etro cubicos. 




1 coi;t,lniotro cubico ' 1 mlllraetro ciJblco 

Ejercicios 8-2e 

1, iCi5anto3 r.illtnetros cubicos hay en 1 centimetre cilblco? 

2. iCuantos eontlmotros ct5bicos hay en 1 metro c\jblco? 

3. iCudntos nlll'netros cubicos hay en 1 metro ctiblco? 

4, DlbxVja un cubo que tenga todas las arlstas de 3 em. Dlbuja 
tamllt<n un prisna rectangular cuyo volumen sea 3 cra.-^, iCnil 
tl'dna mayor volunen? 

Un prisr.a tione 2 metros, 3 metros y 1 metro por largo, ancho 
y alto, respectivamente. Halla su area total y sn volumen, 
6, Suponte que en un rlncon de una habitacion de 5 metros de 
largo, 4 metros de ancho y 3 metros' de alto, se construye un 
armarlo. SI armarlo llega hasta el techo y tlene una base de 
1 metro por 1 metro. Halla: 
^ (a) Kl volumen do. la habitacldn sin el armarlo. 
(b) Kl volumoh del Interior del armarlo. 
• (c) Ld dirorencia (a) - (fe), 

(d) iEs (c) el volumen del espaclo restante? 
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DlmensltSn * 

iKaj-iisa dOvS inoovT^ui*., o.olooadas una Junto a la otra, en un 
pun to A uu lii intorsooel»5n de una pared y el piso do una habl- 
tacion. l^n-; a- »;llcia truta dc dirigir a la otra hncia el terrdn 
de aiiuouv .•ai.d «>j. la inlsma intersooclon. ^Qu^ Instruccioiies 
dobtj dai*l'.*V 



A 

r- 



4 PIES 
* 



S 



riX)bai)l-.-:.v.,'rit;w, todo lo que- nocosita decirlc es: "Recorre cuatro 
ples^aoti>,. 1-, liitorseccion en oste sontldo. iNo puedes equivocartej 
La deacrlpoioi. eo;npl --a dol punto de la Intorseccidn en que estd 
ol aailoaj', pi;-:-d..' }.-;ic.-:-av inodiante un numero y una direccidn, Por 
eso la intcrsecclon llaina unldlmenslonal. Por supuesto, la 
p:u«tti recorrlda de la Intersoccldn puede ser un solo segmento o 
puod^^ uar la vu«jlta por una o mas esquinas, de manera\ue cual- 
qulcr sc^menco o curva simple corrada es unldlmenslonal« 

31, el torron de azilcar esta en el medio del plso, se presenta 
mas. de un proMema a la raosoa que dlrige. Su amiga no llegard al 
asucar si sir- la interseccldn. ^Qu^ instrucclones puede darle? 
Una de laG nira-i.-i-as r.as simples serla la siguiente: 




•'riecorre cuairo pies por la intersoocidn, Lu^go vira a la l2- 
quierda haala quo estes colocada perpendlculaimente a la inter- 
seccl^n, y avansa de f rente seis pies", Hn este caso el terrdn 
de astScar estaba on ol interior del rectangulo y ha sldo con- 
venlentu usar dos ntlraeros y dos direcciones paralel^aa a las 
arlstas de la habitacldn para describir su poslcidn, Por esta 
rasdn, ol conjunto interior de un reotdnguto (o de cualquier otra 
curva simple cerra-da) se llama bldimenslonal. 
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. Si ol torrdn d*:- ri2.t5oar no ect;.i' -.a piso, sino en otra 

paru« d-, la Ktibitaoiot., por vjonipio u.cpvnuiao ..del techp por un 
hllo, el pi\.')M >r.:t do 1,-i airimoior, > ^.>be se^julr es aun" mas 

dirlcii. ■ ' - 



A Pies 




Las dii..>ctiv;ia u..'lvrl:.n sor, ontonces, asl: "Reoirre cuatro pies 
por la int-rsecolon, Iv.eiro caralna seis pies por/el piso, perpen- 
dlGula2r.onu,- i lu Ir.terseccldn, Entonces estarJs debajo del 
anuoar. Paru aloan::arlo, vuela dlr-ctamonte hacjla arriba dos pies". 
Ksta v-,-:: s-- ^i;tllicaron trc^s numoros y tres diredclones paralelas a 
las arist:kc do la. habltacldn para describlr la JLera de alcanzar 
ol pimto 3. ror osto, ol interior do la hablta|i6n- (es decir, el- 
interior d.> HI. solido roctangiUar) se llama tridimensional. 

X>e u^Movdo cor. lo que aeahas do estudiar, ^qW dimension le 
darlas a un pun to'? 1 » 

llablando ftrosso :nodo, la dimension del conjurfco en el que esta 
la raosca rr.tiestra ol grado de libertad de movimieni ds que olla tiene. 
Si debc p^muieoer en ol con Junto unldlmensional c sterminado por la 

--tetereeeeidii do una pared y el piso,- puode raoversi s6lo en un sen- 
tido u otro do esa intsrseccidn. , SI puedo Ir a c|alquler parte del 

. conjunto' bidimonsional dentro del rectangulo, pueile caralnar por todo 
el piso. Si esta conflnada al con Junto tridirasnJional interior de 
la habitacidn, puede volar a cualquier parte de l/a habitaci6n» 



^-5* Qtras medidas 

^ nuestro ostudlo del volumen hemos utlllzado las unldades 
de volun^?n relacionadas con las medidas linea^s, tales corao pul- 
Kada cubica, .yarda cubica o milla ciibica. En/la practica usamos 
frecuentcirwhtc otras unidades de volumen, Cvfando vas a las 



tlendac, pld^-s la a-.-chv, la .-rom.n-t> vinai-re en cuartlllos^ 
(ni'i-va-Kkj, oK. ) o plntatg (pt. ) en v«k de p^^^s cubicos o 
pulj-adas cul:lc:u^, ii^ la rnlpma t'orma pia^is una fanopa* ^ (abrevlado 
fa. ) vio !n >lo.>.^t.o}b.v:. r:.-:iUiralin«tM'o, hay relaclones deflnidas 
em.ru" oad\ una d-.- -^.-.as .-nodidas » \a pio cUblco o la pulgada 
cublca. -.rij.^^:!-;.! •::-•.-!. irai>, api\%ximadaraente, estas relacipnes? 
'roraa xm tarro do un^ cuartillo y.un depdslto rectangular. Echa 
clorto m»:n>^n^ d.- cuartlllor. do ai^a (o de arena) en el dep^sito 
y caloulu -1 volui!;oi; on pulgadas cublcas, mldiendo el largo, 
aiicho y pmt\;ndidad del a^ua (o de la arena). SI es poslblo, usa 
un m^^todo aju'lo^ro para doterminar el vol\amon de una canasta de 
una t'ai>-,-:u Kcta probnblomente to convendrla mas tomar un . 
depoaito ouyo volumen conoces en pulgadac cublcas o en pies cu> 
blcoG, y v.n> cn:intos d.- ectos dep6sitos- caben en una fanega. 
iTairbltSn tondrlas qiio utlllzar algo dlstlnto del agua, pues las 
conaatan vu? una raiiOitn Impormeables son rarasj 

■ Sorla vontajoso ollmlnar graii parte de estas unldades de 
• voluKen iruioeosarla^. (Fin realldad, est.a es una de las mas 
.grandos ver.tajas del slstema metrlco, acerca- del*'cual olras 
hablar rnucb.o a rnedlda qtie avances en tus estudlos. ) Como estas 
medldas estan en use dlarlo, debemos conocer sus relaclones, o 
por lo menos sabor cdrao determlnarlas. Per desgracla, en nues-. 
tro slstema inttles aun usamos unldades dlferentes (a veces don 
los. .mlsmoG nombr.?^) para modlr llquldos y sdlldos. El cuartillo 
cu^a medlda has d*t*>rnlnado, es realmente el cuart^^llo llquldoj 
pero hay im "cuartillo seco" (ct. sec.) que es mds grande. Para - 
facllltar las roferenclas, al final de este capitulo hay una 
tabla con Ihforniacldn sobre las dlversas unldades de longltud, 
drea, volumen y peso, y sus relaclones.' 

■ EJerclclos 8 -3a 
U La leche viene frocuentemente en "cajas" de un cuarfeillo, 
hechas de cartullna que njlden 7 pulgadas por 3 pulgadas 
por 2f pulgadas, / " 

. (a) iCuantas pulgadas cublcas tlenen osas "cajas"? 
••(b) ^E qulvalen a ^ de gal<5n? 

gEn Ingles; quar ts, 'j^br evladd qt. . — • - 

"-^WlTr^-^I^t^a,: busKelv abrevl • 



., ' (c) ^Que haoen con esta? eajaa a voces p.tra hacerlas parecer 

iJ, Ciert:i uaja d..> un ouartlllo, para loche, ^.onla las slguientes 
moaddas, on pul,::aclas: ^ por ^ por >|. iContenla esta 
caja mas do un cuartlllo o menocv iOudhto rods o cuanto menos? 

3. Ha y un vlojo dlcho; "U na pin ta eg una. libra en todaa laa- 
partes del taundo". Da una r^adn por la cual esto noes nece- 

. suriciKonte clorto. 

4. Las bay:is so venden frecuentemente en cajas marcadas en plntas 
o on ouartillos. liia caja de un "cuartlllo" media pulg. 
por -Vlpul?-;' por-^ 2^ pulg, 

(a) iCuan.t;as pulttadas ctjblcas contenla? 

(b) 31 un "cuartlllo seco" es 1^ veces m^s grande que un 
ouartillo llquldo, y un cuartillo ;i,lquldo contlene 57;| 
pulgadas c\5tlcas, ^cuantas pulgadas ciJblcas hay en uh 
cuartillo seco? 

.(o) .j.Contlono la caja de un "cuartillo" as! medldo, un cuar- " 

tillo SOCO'? 

5. ■ Una eaja do una plnta, para bayas, mlde 3? pulg. por 3| pulg. 

por ^i- pule* = ' . 4 • 

(a) iCuantas pulgad^e ciiblcas contlene? 

(b) iCudntas pulgadas ciiblcas deberia contener una plnta seoa? 
^^^^^^7^^ grande o m^ s pequefa a es esta caja de lo que 




doboria ser 

6. ifJay alLTuna rasdn para que un cuartlHd "seco" sea mis grande 
viue un cuartillo llquldo? 

7. El proclo de una fanega de manzana^i ea 0.25j se pueden vender 
tarabi^n las Jtan^anas a 9 centavos la libra,. Si la fanega 
tlono .'tS llbras de raanzanas, ^ cuanto aftorras coinprando una 
fanega? .. , 

8. Una fanega de patatas pesa 60 llbras. iQu^ e§ mis barato, una 
•f^ega que cimsta- $3.50 <$. 60 llbras con«>rada8 a razdn de 4 
llbras por .2^> centavos? 

9. Las cajaa de^raedio gal<5n, para leche, tlenen una base de 3I 
. pulg. por 35- pulg. iQsti4 altura debe tener cada ca;Ja.? SI 

: h reprc^ ent A-^l ^mero . dft, pu^ ^ f o wnula.uR k- pro* ' 

posicl<5n num^i^ca para este problema. 



10, Lo3 Ku::. i'os uv pul^'aU.'iC p.nvi l-ia iir.^si-riij do cl^rto prisma 
ivetu.^'ular so:, todoa n\tr;;oros cai'dinules mayoros quo uno. 
CI ol sdlido i^'otmi-rulra' ulurit^ un volumon de un galon, ^^udles 
son las ::k.>dldcis d-.-l pidPinnv 

; iir,_iiS,to oaplu.-lo ht'inos ti'alado solamento las modldas espaclales. 

So ban 'mt dido Ifn-'^as, supori'lcies, volumenes y dngulos. Hay muohas 
t^osas vivjv> so^rjd'-r. que como la tomporatura y g1 tiempo, no tlenen 
GOKtJxl<5n con ol -.^cp-cio. Todos estaraos famlllarlza^os con los 
pesos oomo aantldados medlblos, Se midon ol agua, el gas y la 
ol<..ctrlcid:ivi i'!.,- usas en tu hogar. iPuedes en'umei*ar otras cosas 
quv s»' :nivji<>n*: 

Ks int»>i'-,>s^u;to notar quo muchas nodldas se efectuan mediante 
ima vscala niarcida sobre una recta* ^To das cuenta de que cuando 
Icor.oG tort^i«5::..'tro, estamos leyendo realmente sobre una recta 
numoric.'jv Para oiVctuar tales lecturas, leferaos las medldas mar- 
cadas on un so^^;onto de recta. Dos de los iluldos menclonados 
antes so r:;ldv--n, reali:;onte, como volumenes, ^Cuales son? ^Sq 
lee al.-:unr. ncdlda en una escala circular? La medlci<5n linpllca 
alro :r.as oncor.trar las longitudes de sogmentos de recta. A 
continuacivSn oonslderai-emos dos de estas modidas: el tiempo y 
el peso. Gor.o on todos los otros cases, las unldades.utlllzadas 

para me dlr estas cosas d cbnn tener in mjamn natim r.-) a?;^ g^g^ la *' _ 

cosa K^odida. SI tiempo se wide en unldades de tiempo, y el 
peso so mide or. unldades do peso, Los conceptos cientlficoa de 
peso y tior.po son conplicados y los dejaromos para futures es- 
tudios de las cioncias, l^rataremos solamente aoerca del use de 
las unidades mas comunes de peso y de tiempo. 

Peso ' . ' 

Las unidades de peso se usan para desoriblr en qui raeditla es 
peslado a livlano un vplumen dado de alguna cosa, Puede parecerte 
gracloso Imaginar tu cuerpo como un volumen, pero realmente ocupa 
una, parte do eapaclo y tlene un peso, Una fanega de plumas "no 
tlene el mismo peso que una ranega de papas, aun cuando ocvpan 
la nlsm porcidn de. espaclo. Las unidades de ^eso en el slstema 
lnt-"l?s de modidas aon la onza^ la libra y la~ toneiadsu ~r>ebes ' 



I . J i . 1 : v ; -l:iUu ^vT. ) 

"''j ''^ ■ : ; o >r^^^llllroii -1 alst^fiua metrico Inoluyeron 

'.i^ IvKlfi'lcoy 1^ r.asa os una 
r- • llcirwtr.Ov^ p^^so, do maitera que por el 
-..^A ,5tv« l.n^. J M-jvapor.;;.'.*. c, un ?nl3rao cohcepto. Debes 
• at:^f p:f p .rvvr- p ,- la ai.jam dla, puos la dlferencia 

-h'.i- lo..; oo:..- p».v.,- >• > :. p-co --a :nu.v Iraportante en las clenclas 
i\fi..K:;.<;» -sc .v.-a til r ■i- r.olaG si^'utis un curso de fl'slca 

^ - 1 = •■;:.! . . ."ol ??;.••?;*.-•« pui'u coiA'er.corto de que hay 

U3r r >l, c -.j.a d - las nJr. importantes. El peso de im 

v,rj-u<.. -)•■ .-. 'rp- .1 p r.oi-. -j.. i;i tilr.tai.cia a qu«j est^ colocado 
i- jp /- . 1 - j.-r. : • t.i ,.rr-,u "iX; peso sorla menor en la curabre 

let ".o:.;:.:.a iiuv^ v.-. ■ j. t^r oasr:, ,v :-dr.cirla ai5n muo lo mde si 
»'U^ ,'.3 ; -J. - /.p , : 1 u .p. « g,. ..ncott t rarQ tan lejos de la 

ui^-uv.:. 1- lui-,. La r?ias3 de i;u cuerpo, en camblo, 
f'J.'. J. •;. -.o j^c r.r.; nJt;loc;, p^-P la saasa no depend© del 



1 .,«.,..» 



■':rr- jv j. .^- ! r.a -n r.'i-icas p*^-. lu nasa se usan mds 
oo!i:'a.:::>'; • p- - :i ur. las do p»-so, y nos liml- 

l-3r'":o-. - U'j.- ;.. -.iro -r.viulo. . Ht; osto caso cl si sterna me tt»lco 
tl 'ir- . vai. r.nr.: vaiv alsl/ir^u in^-los, puos las unldades de 
";a.:;! i\ « t- i ..- ! >r ._>>. i j,- volum-n.-.-n. T.a masa do un centimetre 
=-'5 J.N) v: > -i , t. -.p..,.:.M,ra y pi-rsidn especlf Icadas, es la 

'nil'ia-!: ^;-:i:\o. -'.uU) -.55 .'sp.-olalir.ontv convonlente, pues la uni- 
a;id d - -j.v. p^;,?.;.. .-.j - .{, .r-.. j; ssalquinrf inom'i>nto, por cualquler 
p*ir:'.o:.:t q - • P'. -Ja ilf con pr-cislor. un volu^aen dado de agua. 

vjitv" r. a n>i.o cuya masa fs 1,000 gramos Uene una 
:t..is:. d - -r. kllOi^^. ;.'3tii9 svi-an "Ian lir.lcas unldades matrices de 
J::;i:ia .p-.r- -.^^iU' r.x^s .>i4!.a v-..v.. 

•,0C0 .--r:.r.,x: « 1 kiloj^'ramo (kg.) 

TlT'npo 

: a ui.iuMd t":r.cui^v.{.ua d- tl-jinpo -^g la hora. Se obtlenen dos 
ui;idvd >r. :.ar. p-Mju^ru^r .iivJdl.-ndo la h^^ra en f 0 • partes Iguales 
.lli^njaq.ts Vi'liiUtfOfi, ui:. lUilL^. j^UiO partes -I fflial 00 I riiaTOadaa 



los p-rf >db:^ I31VOS a-' tlvrupo sv rolaclomm oon los movlmlentos del 



1 di 



V Ufa::: I Gv-iuuiju 



■ I-tn vl-t •lon-T. u-ntro din y tnu-s, somana y 
(if;; .V :iao 3oii 3<5lo apmxiim'.»das. Esto so debe 
•K p-i <.'« ;: r - ♦i-vr-. i:ai'd,-. 'jl,*im:is horas y minutos mds de los 
'p:,{"; .i'>i> V,}.-. vu.;lt-i cnniplvtn nlr'>d<-dor del sol. • 

KJ- -I'd* -los d-^b 
i"-- J 1;::; Ci,::u y clvi-ra a las 3:^0 p.m. 

::»liii.tou i.a.v on OS to clciapoV 

' ••- ' p -riodoE Inial ,3 df olaso (incluyendo uno 

P'tr. a;\-.^r: -i>), c,ciidjjtos ml^iiitoo corrosponden a cada 

!o) r.i -.i. • p'.rJudoy lrinl'-='r. do clase, ^oudrito dura cada 

: .--.u- r, r.- r dl-^s por rcio. ^Gudntas horus funclona 
'••a-. a;.o*, {V. .-'I pi'oM'-'JTi 1. ) 

il:.',>y dl-.n i. e.- "utv" i!- do abrll y ol 6 de mai'o? 
o'.- i/,. -;? nii.in-^iiO do estos dos dfas* 
V'^i'ln'o ti r.po tl' ii'.'n al dla para doscansar si duermes 9 
;.niv,-., p-ipitj? ♦> iiuras .v -.'..siirajtos on la escuc^la, estudlas 
•r. durai.T.-.- 2 horus, noccsltas 1 hora y -ll minutos 

piU'a ^•o^5•>l• y nytKlris a tu m;mi por 1 horat 
:':i\"«-aj p-.s;-, :tp>*oximatJitm"ji'..?, ♦ UtS- llv* por pic etiblco. 
■.Ciu-:ini.o p'^L-ti -l ,-!|-iia <iin» .-iluanza a . 1'', pulcadaa' de altura 
♦ih uji aoufirlo dv 21 pxilRadns de 3areo, y l& pulgadas de " 
aiieho? {Sugei'uriula: , Ks mds fdcll reeolver este prpblema 
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exprosandb las medldas plea.) 
.6. Los envases de la maroa A de Jugo do tomate tlenen rdtulos 
que dicen que el p^so del Jugo contenldo en ellos ea 1 lb., 
42 o2, , mlentraa la marca B vende el Jugo en envases que con- 
tlohen .^0 02» ^.De .qu^ marca se obtleno roas Jugo de tomate por 
envaso? 

7. En un oampamento se sumii;: "tran allmentos, en cada comlda, a 
• 70 pf^rsonaa, 

(a) SI ae debe servir o oz. de Jugo de tomate a cada persona, 
icudntas onaas se necesltan? 

(b) iCudntas llbr.is so" necealtan? 

(c) iCuantas latas do Jugo de la marca A se necesltarlan? 
(V, el problema 6. ) \^ ^ 

(d) o.Cuv<nta$ latas de Jugo de la marca B? 

(e) SI la isarca A cuesta ^2 centavos por lata y la 3 
cuesta centavos por lata, icudl de las dos noa per- 
laltirla ocononlzar al servlr una comlda en el carapamento? 
iCu^nto eoonomlEarlamos? 

3« Una tonolada de carb<5n ocupa, aproxlmadamente, 55 pies c\jlblcoa. 

(a) *.Cuantas toneladas puede contener un depdsito de 5 pies 
por ^ pies por 7 pies? 

(b) iOudntas llbras son? 

. 9* ■ Un cm,-^ de agua pesa 1 gramo. 

(a) iCudntos gramos pesa un metro c\5blco de agua? 

(b) -.Cudr^.tos kllograraos son? 

10. PROBLEMA DIKICIL. iQue pesa m^s, un pie cublco de agua 0 un 
pie ci5bico de hlelo? ^Por qu^? 

C&Lculoa con medidas 

Vuelve a las pdginas 268 y 269 y lee los p^rrafos ref ©ren- 
tes al signlficado especial de loa slgulentes slgnos: = , + y - 
cuando se rcfleren a medidas. Ten presentee estas ideas cuando leas 
el texto y trates los problemas que siguen. 

Es necesarlo, frecuentemente, -aumar y restar medidas. Suponte 
que Juan vlaja durante 2 horaa un dla y durante 3 horas otro dia 
3r que quieres saber el tientpo total deFvlaje. Otro proMema po<fr£a"" 
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serj Hay 10 galcnes de leche en una tlna. SI se qui tan 5 
j?:aloru'S, ic.jdr^to queUa leohbv 

Hay situaciones espoclales que requleren mayor anallsls. 

• Suporir<^ quo los vlajt^s do Juan ha^van sldo nslt una hora el 
primer dja. y nir.utos cl segundo dfa. ^Serd el tiempo total 
de.au *vlajf (l ^- u.) unldades do tiempo, es declr, l6 unldades 

. do tlompo^ iNaturalinento'que nol Podemos ver que su tiempo 
total de vlaje no ha sldo nl lo horas nl l6 mlnutos. Las 
medldas debon oxpresarso en las mlsmas unldades antes de Inten- 
tar 'cualciuior sutna. Esto Impllca que antes de sumar debemos ex- 

^^jC^^'sar ur.i hora como 60 mlnutos, o blen I5 mlnutos come I de 

M^ra* 

irrorla tonto rratar de "sumar" 6 pies mds 4 galonesi Di 
por que, 

liasta ahora, cuando hemos dado dlferentes nombres a una me- 
dlda, la her.os expresado completamente en las mlsmas unldades, 
tal es el caso de la longltud que puede descrlblrse por el nombre 
% plos o por el nombre 42 pulgadas, Esto, por supuesto, se 
puede hacer slompro, pero frecuentemente no oonvlene hacerlo. 
For ejonplo, es r.ejor referlrse a 2 pies 5 pulgadas que a 2^ 
plt.-s d a -d) pulgadas, a pesar de que los dltlmos nombres son 
correctos para esa longltud. En la mlsma forma, la duracldn de 
""J:'^^^*"' ^^"^^^ est aria mejor descrlta oorao 2 horas 17 mlnutos 
quo corjo mlnutos o como 2^ horasV'^uTtambl^n^^ 

bros correctos. Asl, pues, conslderaremos aquf tales nomferes 
compuestos, sablendo que podemos evltarlos si queremos, 

Supongamos ahora que Juan vlaje durante 2 horas 40 mlnutos 
el primer dla y durante Ihora 30 mlnutos* el segundo dia. Esta 
V02 no desear.os expresar la duracldn del viaje s<$lo en horas, o 
S(5lo on mlnutos. Por lo tanto, debemos trat.ar las dos unldades 
separadamen t e, 

Tiempo total de vlaje » (2 + 1) horas (40 + 30) mlnutos 

3 horas 70 mlnutos 

Como 70 mlnutos son m^s de una hoira, podemos y debemos e3q>re- 
sarlos como 1 hora 10 mlnutos, de manera que 

tiempo total .de. vlaje = (3 +J) horas .10 mlnutos. . 

« 4 horas 10 mlnutos. 



En oato oaso han efectuado dos sunas sc-paradas y luego un camblo 
do ur.ld;.ui-a. Ivjar 70 i::li;utos on la rospuosta hublera sldo como 
llovar bolsillo lleno do raonedas do a tm contavo en vez de cam- 
blar alfc-unau por llllotos do a dolar, por cjonjplo. A un cambio corao 
el quo nornoa visto, alt:ur.as porsonas Hainan "slropllficacldn de la 
:;v<^3pu.»sta" o "oxprosi<5n do la rospuost.! en forma slmplo". 

Kjorclelos 'r-5c 

• • • ■ . : vn. ■ 0 Svf*. 

• ' • ■ pi- o oo, too pit:, cd. 

. j^;, : plvj cd, hj pig, cd, 

— wi:.: ' :.a. cd. . 7 pies cd. ■ 1l6 pig, od . 

■■ *^ ■ • ■ i » • pi^s cV.. i>00 pig. . cb. 

• yd. cb. ID pies cb. 76? pig. cb. 

V 1 oi. > pt. -d yd. ob. 12 plos ob. 1.268 pig, cb. 

i.:-. w:...-.M-; • ^ o:*:j.-> !-> odloion, solo puedo efectuarse cuando 
..i.i;! uo;. l. j ".isr.ias, o ouando so las transforme de manera 
quo r 'v';.l* J. i-.j. iriicrnas. Gin embargo, encontramos a veoes otra 
_dJU\lcull:nu oj; la s\;stracol6n. Trata do efcctuar, por ejemplo, la 
Siguier, to 3i: s t ra o l<5n : 

• ,vd. V 

•i yd. 2» 9" 

iCdmo puodos rostar ^ pulgadas de 4 pulgadas o 2 pies de "1 pie? 
Utlllsaromos ahora otro principle Importante que ya has erapleado 
antes, Es ol de .convertlr el Ultimo paso en una adlcldn. Antes de 
res tar, ear.blainos la forma del mlnuendo sin camblar su valor] El 
metodo :nue3tra en segulda: 

g yd. 2» 9" 
5 yd. V 7"" 



340 



8-3 



El camblo de forma ae hace habltualmente tachando el niimero ori-" 
• glnal y colocando el nuevo mds arriba. Indica cdmo se han ob- 
tenldo cada uno de los nuevoa nUmeros. Cuando ae necesltan roas 
unldadea pequeftas, se convlerte una de las grades, de las que 
le slguen, en pequeflas. 

Reata y expresa la respuosta en foima sdinplet 
7.. (a) 41 3» 1" 

J£ 8" - ,.v, 

(b) ^En ambos casos has tenldo que ckiblar una unldad grande 
jpor su Igual rn unldadea pequefiaa? Expllcalo. 

8, 5 yd. 2' 10" 11. 6 yd, 2« 3" 
3 yd> c" 3 yd. 2' 8" 

9. 6 hs. 10 mln. 12. 4 yd. cd. 2 plea cd. 40^plg. cd, 
^^-^ — ^US^* 3 yd. cd. 8 Plea cd. 105 pig, cd. 

10. 6 gal. 1 ct. 13, 8 yd. cb. 6 plea cb. 88 pig. cb. 

l^ESh — 3 ct. 1 pt. 2 yd. cb. 5 Plea cb. 99 Plg» cb. 

-» 

Algunas veces es necesarlo multlpllcar cantldadea medldas, 
por numeroa. He aqu£ un ejemplo- de ello. Se necealtan 2 plea 
y 8 pulgadaa de clnta de tela para hacer un clntuwSn para los 
eetudlantea de la patrUlla de aegurldad. SI la eacuela Lincoln 
tlene 15 mlembroa en la patrulla de. aegurldad, icu^ritas yardas 
de clnta de tela ae necesltan? Podemoa eacrlblr 2 pies 8 pul- 
gadaa 15 veces y luego auinar, pero ea muCho rada r^pldo utlllzar 
la multlplicaci<5n: se multlpllca cada unldad aeparadamente y ae 
transforma la reapueata en su forma simple o en la forma que ae 
plde en el probleraa. 

2' 8" 

2^ 

30' 120« - 40' » 13^ yd. 40 plea es una foma simple, pero 
1>j yd, es la forma sollcitada en el problema. 
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Multiplied las medldas por loa nUmeros Indlcadoa y expresa la 
respuesta en forma simple: 





»*6 hs» 


IB mln. 


^ 17. 


5 hs, l8 mln. 35 seg. 












15. 


' 5 yd. 


2» 27" 


18. 


2 T. 1,689 lb. 










36 




2 gal. 




19. 


8 pies cd, 127 "pig. cd. 
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Cuando se neceslta dlvldlr por un nxSmero una cantldad medlda, 
es frecuentemer^-5^ mils facll redudr todas las medldas a las de meoor 
tamafto, antes de hacer la division,. Despu^s de dlvldlr se sln^pll- 
flcan las respuestas. 

He aqul un ejemplo: dlvldlr un se^ento de recta de longltud 
5 yardas 2 pies 8 pulgadas en 8 partes Iguales, 

3 yardas e 108 pulgadas 

2 pies - 24 pulgadas 
8 'pulgadas 8 pulgadas 

3 yardas 2 pies 8 pulgadas » i40 pulgadas 

8TTi?^ 

ai consecuencla, la longltuj? de cada parte es 17^ pulg* « 1 pie 
5^ pulg. 

Divide 2ada medlda por el ntSmero Indlcado y e^qpresa la res- 
puesta en foi^ simples 

,20.^ 8 ; 0 hs. lb mln. 23. 11 ) 6 gal". — 3 ct. 1" pT. 

21. 10 ) z:> ya. 1 pie 24. 17 ') 4 pies od. 8? pig. qd. 

22. 32 ) 5T. 49b ID. 25; 76 ) S pies ob. 952 pig* ob. 




iil oa.vit io ;oaus las unlciadua a la raaa peqvoiia no es 
absolittasv^-ntt' oi,-:il. luodos r^sultarto Int^resante resolver 
vl problx\T.a jIj. haoei- osos cambios. 

Hay ^u:a relttcion muy interesante entro lo desarrollado en 
esta avcclox. y Ootudio do las dlfurentes bases de numeracldn. 
For cjemplo, ^supo^tc quo escogemos la base doce para nuestros 
calculos. Entonaes ia expresidn 2 pies 7 pulgadas podrla 
eacrlblrse ooiao 2?^^^^ pylg, 6 |i pies. Observa que 

en la base doce el nuir.ero de pulgadas ouadradas en un pie cua- 
drado serla 100^^^ ^,. El niimero de pulgadas cubic as en un pie 

cublco r!v>rla 1000. 

acco 

o, Da por lo rcenos un wjemplo de unldades de medlda famllli..'es 
qu«' podrlan exprosarse muy fdcllmente en las sigulentes' 
bases : 

(a) Base dos. (c) Base dlecis^is. 

(b) Base cros. (d) Base sosenta. 

7. PHOBLEMA DIPICIL. Una manzana pesa ^ 02, mas |> de su 
peso. ;0uant6 pesaV 



b-H. Kesumen 

U Las unldades utlllsadas comunraente para medlr areas y 
voluR5ent^s se relaclonan con las unldadefe de longltud. 
Si i ^ w son los numeros de unldades de longltud del 
iurgo y el ancho de un rectangulo, se puede enoontrar el 
nu,T.ero de unldades de longltud de su perlmetro medlante 
la prcposloldn nu-aerica: p = 2(i + w), 

5, SI nuraoro A de unldades dt- drea de un rectangulo es el 
producto d lor. niunvros *' w de las unldades de longl- 
tud do su lart^o y su ancho. Como proposlcldn num^rlca, este 
onunciado sc escribe i 

A 5= iw 

Recuordn qu- cuando encontramos el ^rea de un rect^n- 
rulo cuyoe. ^'..;c.; ..- j. pul;% y 5 pulg. , no Tiultlpllcamos 
« p'.ilt% por > pulg. para obtener el ^rea. Utillzamos la 
unldad d~> -j, i od, y "determlnamos que numero de esas 
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uniciadea nec^-sitan para cubrir la region rectangular cerrada, 
Ksti.' niiniero se obtlon<i multlpllcando las modidas, 2 y 3, de 
las lone;ltiides do los lados. m area es, entonces, (2x3) 
pulgadaa cuadradas. Ocurre algo analogo para los vbluinenes. 
El numoro W de unldades cublcas de volumen de un solldo rec- 
tyangular es ol product© del nura^ro B de unldades cuadradaa 
de area do la base el n\Imero h de las unldades llneales de 
la altura. Como proposlcrlon numerlca, este enunclado se es- 
crlbt^ : 

\' = Bh 

Como la base os un rectangulo, esta proposlcldn numerlca puede • 
tainblen eserlcirse: 

V = iwh 

Una mlsnia medlda pu«dde tener varies nombres dlf erentes tpor 
ejeraplo, lOS pulgadas, 9 pies, 3 yardas, mlllas)j uno 

puvde trans forniarse en otro utlllzando las razones entre las 
unldades\de raedlda. 

Un,1 dimensional : se necesitan un numero y una direcci<5n para 

fijar la posicldn de un objeto. 
Bldltaonslonal : se necesitan dos numeros V <3os direcciones 

para flJar la pos4-cl(5n de un objeto. 
Tridimensional: se necesitan tres numeros y tres direcciones 
I • para flJar la poslclon de un objeto. 

Muchas cantidades no georaetrlcas tamblen pueden medlrse.. 
ProGuentemente se hace la raedlcl<5n reduclendola a la lectura 
do una oscala" recta o circular, tal como se ha hecho en este 
capltulo. 
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TABLAS PARA LA CONVERSION DE UNIDADES ' 
llni^dades Ingleaas • Unldades m^trlcas 

^. Medidas de longltud 

^'f. !' ' • Mo millmetros (mm.) = 1 centlmetro (cm.) 

,.1 = i'?- cm. = 1 metro (m. ) 

320 vl. ; ! ""'-'^^^ " " ^ kildmetro (km.) 

5,280'. * = 1 ml! 

M Medidas de area 

UK J?S r " ^ ^^^^ 1,000,000 m.^ = i km.^ 

^3,560 pies cd, = 1 acre 

640 acres « 1 mi. cd. . 

,, Medidas de voluraen 

^'726 pig. cb. = 1 pie cb, 1,000 rora.| = 1 cm.^ - 1 cc, 

a? pies cb. = 1 yd. cb. 1,000,000 cm.^ (d cc.) = 1 m.^ 

Medidas de peso 

■ 2 000 il' " ] i^' P^°^ (S-^ = ^ kllograrao (kg.) 

a, 000 lb. = I T. 1,00t) kg. «J tonelada ra^trica (ton.) 

Medidas de llquldos 

16 oz. ri. = 1 pt, 1,000 cm.-^ (d cc.) = 1 litre (1.) 

c pz, K 1 ct. 

k ct. = 1 gal. 

Medidas de arldos 

ft 5J* ' 1 ct. sec. ' el sistema m^trlco se usan 

0 ct. sec. « peck (pk. ) las unldades de volumen. 
^ Pk, =1 fanega j(fa. ) 

* Medidas varlas 

1 gal. . = 231 pig. cb. 
1 pie cb. «=. 71 gal. 

1 fa. ^ 2,150 pig. Cb. 

1 ct. sec, «» 1 ,T ct. 

Equlvalenclas entre unldades m^tricas y unldades Inglesas 

■ ii' I i't ^ 1 m. ^ 1.1 yd. 

S*- Zl'L . 1 km. 0,62 mi. 

1 ct;. * 0.95 1,- ^ ^ 2^2 

1 1. *» 1.05 ct. 
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escala, 291, 356 

circular, 336 
espacio, 105, 106 
Euclldes, 105 
ejqponente, 31, 96 



ERIC 



31 



oxtorlor, 

ae uti aniruloV 15 *J87 
extronv">, M'j: 
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aesarrollado, 30 . . 
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• compuesto, 153, 156, 1 84 
Impar, 159, 178 

■ natural, 67, 68, 85, 97, 102, i42, 151, 'l57, 16O, 179, l84, 
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palmo, 261 
par, 159, 164, 178 
perlmetro, 299 

perpendlculistr, 295, 333 n 
peso, 336 
plnta, 334 

pianos, 105, 108, 127, 134 

paralelos. 12d \ 
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^Sor^136,^??§,-289 220, 225, 235, 265, 305, 326 

razdn, 23*1, 235) 

razonamlento deductlvo, 1, 3 ' 

reclproco, 202, 203 

recta, 105. 106, 1l4, 127, 135 
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aegmento de, 132, 244 
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cuadrada cerrada, 303 
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regla, 266 
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\5nlca, pivpi vj:t<; a 
unldad 



1' : I e x,o ri v, a o ion, 1 b4 



do tiuRpp, ■ 

unldlnonslomil, "^^ti 
uno, y'*, !r '. 
vacio, Gonjiaito, 1-:. 
volocidctd, u/>l ' 

volura«>n, *>'dO, Vj-: 
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